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1-2 常用的三角比公式

對於任意角α和β，有以下公式：

1 cos（α β）= cosα cosβ+ sinα sinβ。
：cos15°= cos（45° 30°）= cos45°cos30°+ sin45°sin30°。
：cos81°cos36°+ sin81°sin36°= cos（81° 36°）= cos45°。

2 cos（α+β）= cosα cosβ sinα sinβ。
：cos75°= cos（45°+ 30°）= cos45°cos30° sin45°sin30°。
：cos21°cos24° sin21°sin24°= cos（21°+ 24°）= cos45°。

3 sin（α+β）= sinα cosβ+ cosα sinβ。
：sin105°= sin（60°+ 45°）= sin60°cos45°+ cos60°sin45°。
：sin39°cos21°+ cos39°sin21°= sin（39°+ 21°）= sin60°。

4 sin（α β）= sinα cosβ cosα sinβ。
：sin15°= sin（60° 45°）= sin60°cos45° cos60°sin45°。
：sin75°cos30° cos75°sin30°= sin（75° 30°）= sin45°。

5 tan（α+β）=
tanα+ tanβ

1 tanα tanβ。（其中
tanα，tanβ，tan（α+β）均有意義）

：tan75°= tan（45°+ 30°）=
tan45°+ tan30°

1 tan45°tan30°。

：
tan42°+ tan18°

1 tan42°tan18°
= tan（42°+ 18°）= tan60°。

6 tan（α β）=
tanα tanβ

1 + tanα tanβ。（其中
tanα，tanβ，tan（α β）均有意義）

：tan15°= tan（45° 30°）=
tan45° tan30°

1 + tan45°tan30°。

：
tan60° tan45°

1 + tan60°tan45°
= tan（60° 45°）= tan15°。

二、二倍角公式

1 sin2θ= 2 sinθcosθ。
：sin60°= 2 sin30°cos30°。
：2 sin22.5°cos22.5°= sin45°。

2 cos2θ= cos2
θ sin2

θ= 2 cos2
θ 1 = 1 2 sin2

θ。

：cos120°= cos2 60° sin2 60°= 2 cos2 60° 1 = 1 2 sin2 60°。
：cos2 15° sin215°= cos30°。
：2 cos2 22.5° 1 = cos45°。
：1 2 sin2 75°= cos150°。

重點整理
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3 tan2θ=
2 tanθ

1 tan2
θ
。（其中 tanθ、tan2θ均有意義）

：tan60°=
2 tan30°

1 tan2 30°。

：
2 tan60°

1 tan2 60°
= tan120°。

三、半角公式

底下列出正弦、餘弦的半角公式，等號右邊的正負號由
θ

2 所在的象限決定。

1 sin
θ

2
= ± 1 cosθ

2 。

：sin15°=
1 cos30°

2 ，因為 15°在第一象限，故取正號。

：sin210°=
1 cos420°

2 ，因為 210°在第三象限，故取負號。

2 cos
θ

2
= ± 1 + cosθ

2 。

：cos22.5°=
1 + cos45°

2 ，因為 22.5°在第一象限，故取正號。

：cos120°=
1 + cos240°

2 ，因為 120°在第二象限，故取負號。

例題 1 餘弦的和差角公式餘弦的和差角公式

1 試用餘弦的差角公式計算 cos15°。（提示：15°= 60° 45°）（5分）
2 試求 cos23°cos22° sin23°sin22°之值。（5分）

1 cos15°= cos（60° 45°）
= cos60°cos45°+ sin60°sin45°

=
1
2

×
2

2
+

3
2

×
2

2
=

6 + 2
4 （ 0.9659）

2 cos23°cos22° sin23°sin22°

= cos（23°+ 22°）= cos45°=
2

2（ 0.7071）
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例題 2 正弦的和差角公式正弦的和差角公式

1 試用正弦的和角公式計算 sin105°。（提示：105°= 60°+ 45°）（5分）
2 試求 sin71°cos41° cos71°sin41°之值。（5分）

1 sin105°= sin（60°+ 45°）
= sin60°cos45°+ cos60°sin45°

=
3

2
×

2
2

+
1
2

×
2

2

=
6 + 2

4 （ 0.9659）

2 sin71°cos41° cos71°sin41°
= sin（71° 41°）= sin30°

=
1
2

例題 3 正餘弦和差角公式的應用正餘弦和差角公式的應用

已知α，β均為銳角，sinα=
4
5，

cosβ=
5

13，試求：

1 sin（α+β）。（5分）
2 cos（α β）。（5分）

由右圖1可知 cosα=
3
5，右圖2可知

sinβ=
12
13

1 sin（α+β）= sinα cosβ+ cosα sinβ

=
4
5

×
5

13
+

3
5

×
12
13

=
20 + 36

65

=
56
65

2 cos（α β）= cosα cosβ+ sinα sinβ

=
3
5

×
5

13
+

4
5

×
12
13

=
15 + 48

65

=
63
65

圖1 圖2
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例題 4 正切的和差角公式正切的和差角公式

已知 tanα=
1
2，

tanβ=
1
3，試求：

1 tan（α+β）。（5分） 2 tan（α β）。（5分）

1 tan（α+β）=
tanα+ tanβ

1 tanα tanβ
=

1
1
2 ×

1
3

1
2

+
1
3 =

5
6
5
6

= 1

2 tan（α β）=
tanα tanβ

1 + tanα tanβ
=

1 +
1
2 ×

1
3

1
2

1
3 =

1
6
7
6

=
1
7

例題 5 正切差角公式的應用正切差角公式的應用

試求（1 + tan70°）（1 tan25°）之值。（10分）
因為 70° 25°= 45°，tan（70° 25°）= tan45°

由正切差角公式得
tan70° tan25°

1 + tan70°tan25°
 = 1

移項可得 tan70° tan25°= 1 + tan70°tan25°
故得（1 + tan70°）（1 tan25°）= 1 + tan70° tan25° tan70°tan25°

= 1 + 1 + tan70°tan25° tan70°tan25°= 2

例題 6 計算兩直線夾角（使用計算機）計算兩直線夾角（使用計算機）

試求兩直線 L1：3x + y 4 = 0與 L2：5x y + 7 = 0的夾角。（四捨五入至小數點後第二位）
（10分）
設 L1、L2斜角分別為α、β，斜率分別為 m1、m2

m1 = 3，m2 = 5，即 tanα= 3，tanβ= 5
∵ L1，L2有一夾角為θ=β α

∴ tanθ= tan（β α）=
tanβ tanα

1 + tanβ tanα
=

5 （ 3）
1 15

=
8
14

=
4
7

按計算機可得θ 29.7448813° 29.74°
∵ 0°θ 180° ∴θ 150.26°
故 L1與 L2有一夾角約為 150.26°，而另一角約為 180° 150.26°= 29.74°
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例題 7 正弦 餘弦的平方關係與 倍角公式正弦、餘弦的平方關係與二倍角公式

已知 0°<θ< 90°，若 sinθ cosθ=
1
5，試求

sin2θ之值。（10分）

已知 sinθ cosθ=
1
5，兩邊平方（

sinθ cosθ）2 =
1

25

展開得 sin2
θ 2 sinθcosθ+ cos2

θ=
1

25

由正弦、餘弦的平方關係與二倍角公式得 1 sin2θ=
1

25

故得 sin2θ=
24
25

例題 8 倍角公式二倍角公式

1 已知θ為銳角，且 sinθ=
12
13，試求

sin2θ，cos2θ，tan2θ。（各 2分）

2 已知 90°<θ< 180°，且 sinθ=
12
13，試求

sin2θ，cos2θ。（各 2分）

1 由右圖可知 cosθ=
5

13

sin2θ= 2 sinθcosθ= 2 ×
12
13

×
5

13
=

120
169

cos2θ= 1 2 sin2
θ= 1 2 ×

144
169

= 1
288
169

=
119
169

tan2θ=
sin2θ
cos2θ

=
119
169

120
169

=
120
119

2 ∵ 90°<θ< 180° ∴ cosθ=
5

13

sin2θ= 2 sinθcosθ= 2 ×
12
13

×（
5

13）=
120
169

cos2θ= 1 2 sin2
θ= 1 2 ×

144
169

=
119
169
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例題 9 半角公式半角公式

1 已知θ是銳角，cosθ=
1
2，試用半角公式計算

sin
θ

2，
cos
θ

2，
tan
θ

2。（各 2分）

2 設 180°<θ< 270°，且 sinθ=
3
5，試求

sin
θ

2 及
cos
θ

2。（各 2分）

1 ∵ 0°<θ< 90° ∴ 0°<
θ

2
< 45°

sin
θ

2
=

2

1
1
2

=
1
4

=
1
2，

cos
θ

2
=

2

1 +
1
2

=
3
4

=
3

2

tan
θ

2
=

sin
θ

2

cos
θ

2

=
3

2

1
2

=
1
3

=
3

3

2 ∵ 180°<θ< 270° ∴ cosθ=
4
5，又 90°<

θ

2
< 135°

∴ sin
θ

2
=

1 cosθ
2

=
2

1 +
4
5

=
9

10
=

3 10
10

cos
θ

2
=

1 + cosθ
2

=
2

1
4
5

=
1
10

=
10

10

例題 100 倍角公式綜合應用二倍角公式綜合應用

如右圖，△OAOO B、△OBOO C、△OCDCC 都是直角三角形，∠AOBOO = 15°，
∠BOC = 15°，∠CODOO = 30°，ODOO = 12，試求 AB長。（10分）
依題意，OC = ODOO cos30°= 12 cos30°⋯⋯⋯⋯⋯1

OBOO = OC cos15°⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯2
而 AB = OBOO sin15°（將2代入）

= OC cos15°sin15°（將1代入）
= 12 cos30°sin15°cos15°
= 6 cos30°×（2 sin15°cos15°）
= 6 cos30°sin30°= 3 ×（2 sin30°cos30°）

= 3 sin60°= 3 ×
3

2
=

3 3
2


