
- 配方法與公式解
1 利用平方根概念解一元二次方程式  2 利用配方法解一元二次方程式
3 一元二次方程式的公式解

我們在 4-1 節學過利用因式分解解一元二次方程式，但是像  x 2－13＝0 

這樣的方程式，無法用前面學過的方法解題時，又要如何求解呢？

首先，觀察方程式  x 2－13＝0，可以發現如果將方程式寫成  x 2＝13 的

形式，就可以利用平方根的概念，得到  x＝±  13　。

利用平方根概念解一元二次方程式主題1

解

利用平方根概念解方程式11

⑴　 由  x 2＝25，得  x 是 25 的平方根， 

即  x＝±  25　， x＝±5， 

所以方程式的解為 5 和－5。

⑵　 由方程式 (  x＋3 )2＝16，得  x＋3 是 16 的平方根， 

即  x＋3＝±  16　， x＋3＝±4， x＝－3±4，得  x＝1 或  x＝－7， 

所以方程式的解為 1 和－7。

⑶　 由方程式 (  x＋1 )2＝2，得  x＋1 是 2 的平方根， 

即  x＋1＝±  2　， x＝－1±  2　， 

所以方程式的解為－1±  2　。

－1±  2　 也可以寫成
－1＋  2　 和－1－  2　。

解下列各一元二次方程式。

⑴  x 2＝25 ⑵ (  x＋3 )2＝16 ⑶ (  x＋1 )2＝2

對於兩數 a、b，若 
a＞0，且 b2＝a，
就稱 b 是 a 的平方
根。

學習時光機

當一元二次方程式的解含有根號時，可以利用計算機求出近似值，

例如：

 －1＋  2　 

 －1－  2　 
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解下列各一元二次方程式。

⑴  x 2＝121 ⑵ (  x－4 )2＝25 ⑶ (  x－2 )2＝3

隨堂練習

解

先移項再利用平方根概念解方程式22

⑴ (  x＋7 )2－3＝0

  (  x＋7 )2＝3

   x＋7＝±  3　

   x＝－7±  3　

  所以方程式的解為－7±  3　。

⑵ ( 2 x－3 )2－7＝4

  ( 2 x－3 )2＝11

  2 x－3＝±  11　

  2 x＝3±  11　

   x＝ 3±  11　
2  ( 或  x＝ 3

2±
 11　
2  )

  所以方程式的解為 
3±  11　

2 。

移項 移項

解下列各一元二次方程式。

⑴ (  x＋7 )2－3＝0  ⑵ ( 2 x－3 )2－7＝4

解下列各一元二次方程式。

⑴ (  x－3 )2－23＝0 ⑵ ( 3 x＋5 )2－15＝2

隨堂練習
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由主題 1 我們發現，若能將一元二次方程式整理成形如 ( a x＋b )2＝c 

( 其中 a≠0，c＞0 ) 的式子，就可利用平方根的概念求解，其中 ( a x＋b )2 

稱為完全平方式。但是像  x 2＋2 x－1＝0 這類的方程式，既難以用因式分解

法求解，也不符合 ( a x＋b )2＝c 的形式，要如何求解呢？

首先，觀察第 163 頁例 1⑶  (  x＋1 )2＝2 

  x2＋2 x＋1＝2 

  x2＋2 x－1＝0

而此方程式  x 2＋2 x－1＝0 正是我們想要求解的方程式。由此可知，若能

將  x 2＋2 x－1＝0 整理成 (  x＋1 )2＝2，就可利用平方根的概念求此方程式

的解。但要如何將  x 2＋2 x－1＝0 整理成 (  x＋1 )2＝2 呢？

我們將前面展開化簡 (  x＋1 )2＝2 的過程反推回去：

 x2＋2 x－1＝0

 x2＋2 x＋1＝2

(  x＋1 )2＝2

展開化簡展開化簡 配方法配方法

可發現能利用平方根概念求解的關鍵，在於以和的平方公式，將  x 2＋2 x 

加上 1 配成完全平方式 (  x＋1 )2。

事實上，利用和的平方公式 ( 或差的平方公式 )，將一個式子配成完

全平方式的方法，我們稱為配方法。

利用配方法解一元二次方程式主題2

展開

化簡
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由例 3 可發現以下的結論：

 x 2＋p x 加上 ( p
2  )2 就可配成完全平方式，即  x 2＋p x＋( p

2  )2＝(  x＋p
2  )2。

 x 2－p x 加上 ( p
2  )2 就可配成完全平方式，即  x 2－p x＋( p

2  )2＝(  x－p
2  )2。

解

配成完全平方式33

⑴ 利用和的平方公式： a2＋ 2．a．b＋ b2＝( a＋b )2

↓ ↓ ↓ ↓
 x 2＋12 x＋ ＝  x 2＋ 2． x．6＋

所以 b＝6，b2＝62＝36，

 x 2＋12 x＋ 36＝ x 2＋2． x．6＋ 62＝(  x＋6 )2。

⑵ 利用差的平方公式： a2－ 2．a． b＋ b2＝( a－b )2

↓ ↓ ↓ ↓

 x 2－7 x＋ ＝  x 2－ 2． x． 7
2＋

所以 b＝ 7
2，b2＝( 

7
2

 
)2＝

49
4 ，

 x 2－7 x＋ 49
4 ＝ x 2－2． x． 7

2＋
( 72  )2＝(  x－ 7

2  )2。

在下列各空格中分別填入適當的數，使各式成為完全平方式。

⑴  x 2＋12 x＋    ⑵  x 2－7 x＋  

在下列各空格中分別填入適當的數，使各式成為完全平方式。

⑴  x 2－6 x＋ ＝(  x－  )2 ⑵  x 2＋
1
3  x＋ ＝(  x＋  )2

隨堂練習
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學會將一元二次方程式整理成 (  x＋b )2＝c 的形式，就可以利用平方

根的概念來求解。我們來看下面的例題。

解

利用配方法解一元二次方程式44

⑴  x 2＋2 x－2＝0

   x 2＋2 x＝2

   x 2＋2 x＋12＝2＋12　

  (  x＋1 )2＝3

   x＋1＝±  3　， x＝－1±  3　

  所以方程式的解為－1±  3　。

⑵  x 2＝ x＋1

   x 2－ x＝1

   x 2－ x＋( 
1
2  )2＝1＋( 

1
2  )2

  (  x－ 1
2  )2＝

5
4

   x－ 1
2＝±

5
4 ＝±

 5　
2 ， x＝1±  5　

2

  所以方程式的解為 
1±  5　

2 。

移項

等號兩邊同加 12

移項

等號兩邊同加 ( 1
2  )2

1±  5　
2  也可寫成 

1
2±

 5　
2 。

解下列各一元二次方程式。

⑴  x 2＋2 x－2＝0  ⑵  x 2＝ x＋1

解下列各一元二次方程式。

⑴  x 2－10 x＝－3  ⑵  x 2＝2－5 x

隨堂練習
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若一元二次方程式中常數項的絕對值很大，不容易用十字交乘法來

解，這類的方程式就常用配方法求解。

解

利用配方法解一元二次方程式55

 x 2－4 x－396＝0

 x 2－4 x＝396

 x 2－4 x＋22＝396＋22

(  x－2 )2＝400

 x－2＝±  400　＝±20

 x＝2±20

 x＝22 或  x＝－18

所以方程式的解為 22 和－18。

移項

等號兩邊同加 22

解一元二次方程式  x 2－4 x－396＝0。

解一元二次方程式  x 2－6 x＝891。

隨堂練習
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當一元二次方程式的  x 2 項係數不為 1 時，可利用等量公理使  x 2 項係

數變成 1，再利用配方法求解。

解

利用配方法解一元二次方程式66

⑴ 2 x2－8 x＋3＝0

   x 2－4 x＋ 3
2＝0

   x 2－4 x＝－ 3
2

   x 2－4 x＋22＝－
3
2＋22

  (  x－2 )2＝
5
2， x－2＝±  

5
2 　

   x－2＝±
 10　
2 ， x＝2±

 10　
2

  所以方程式的解為 2±
 10　
2 。

⑶ －2 x 2＋3 x－2＝0

   x 2－
3
2  x＋1＝0

   x 2－
3
2  x＝－1

   x 2－
3
2  x＋( 

3
4  )2＝－1＋( 

3
4  )2＝－1＋

9
16

  (  x－ 3
4  )2＝－

7
16

  目前我們學過的任意數，其平方都不是負數，

  也就是說，找不到任何一個數  x 能使 (  x－ 3
4  )2＜0，

  所以我們會說此方程式無解。

⑵ 3 x2＋6 x＝－3

   x2＋2 x＝－1

   x2＋2 x＋12＝－1＋12

  (  x＋1 )2＝0， x＋1＝0

   x＝－1 ( 重根 )

  所以方程式的兩個解都是－1。

等號兩邊

同除以 2
等號兩邊

同除以 3

等號兩邊

同除以－2

解下列各一元二次方程式。

⑴ 2 x 2－8 x＋3＝0  ⑵ 3 x 2＋6 x＝－3

⑶ －2 x 2＋3 x－2＝0
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解下列各一元二次方程式。

⑴ 3 x2＋16 x－1＝0  ⑵ 7 x2－28 x＋28＝0

⑶ －2 x 2＋ x－4＝0

隨堂練習

在利用配方法解一元二次方程式時，是否覺得解題的過程有些公式化

的步驟？由第 169 頁例 6 我們可以發現，一元二次方程式的解會有下列三

種情況：兩個相異的根、重根或無解。

接著，我們就來探討一元二次方程式 a x2＋b x＋c＝0 利用配方法求解

的過程。
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在利用配方法解一元二次方程式 a x 2＋b x＋c＝0 之前，為了方便理解

計算過程，我們先將一元二次方程式  x 2 項係數 a 限制為正數。

利用配方法解一元二次方程式 a x 2＋b x＋c＝0 ( a＞0 ) 的步驟如下：

	
也就是說：當 a＞0 且 b2－4ac＞0 時，

一元二次方程式 a x2＋b x＋c＝0 的解為  x＝－b±  b2－4ac　
2a ，一般稱它

為公式解。

一元二次方程式的公式解主題3

a x 2＋b x＋c＝0 ( a＞0 ) 2 x 2＋5 x＋1＝0

 x 2＋ b
a  x＋ c

a＝0
等號兩邊÷a 

( 使  x 2 項係數為 1 )
 x 2＋

5
2  x＋ 1

2＝0

 x 2＋ b
a  x＝－ c

a
常數項 c

a
移到等號右邊

 x 2＋
5
2  x＝－ 1

2

 x 2＋ b
a  x＋( b

2a  )2＝－
c
a＋( b

2a  )2 等號兩邊＋( b
2a  )2  x 2＋

5
2  x＋( 

5
4  )2＝－

1
2＋( 

5
4  )2

(  x＋ b
2a  )2＝

－4ac＋b2

4a2 ＝
b2－4ac

4a2

	 

已知 4a2＞0，若 b2－4ac＞0，則 b
2－4ac
4a2

＞0

等號左邊

配成完全平方式
( x＋ 5

4  )2＝
17
16

 x＋ b
2a＝±  

b2－4ac
4a2 　＝±

 b2－4ac　
2a 利用平方根概念  x＋ 5

4＝±
 17　
4

 x＝－b±  b2－4ac　
2a 解出  x  x＝－5±  17　

4
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在前面討論公式解時是假設 b2－4ac＞0，得到  x＝－b±  b2－4ac　
2a 。

其實，方程式解的情形可以分別由 b2－4ac 為正數、0 或負數來討論：

⑴ 當 b2－4ac＞0 時，

  方程式的兩根為  x＝－b＋  b2－4ac　
2a  和  x＝－b－  b2－4ac　

2a ，

  即方程式有兩個相異的根。

⑵ 當 b2－4ac＝0 時，

  方程式的兩根為  x＝－b±  b2－4ac　
2a ＝

－b±0
2a ＝－

b
2a，

  即方程式的兩根相等，此時稱  x＝－ b
2a  為重根。

⑶ 當 b2－4ac＜0 時，

  因為 4a2＞0，所以 
b2－4ac

4a2 ＜0，得方程式 (  x＋ b
2a  )2＝

b2－4ac
4a2 ＜0。

  又因為找不到任何一個數  x 能使 (  x＋ b
2a  )2＜0。

  因此在 b2－4ac＜0 的情況下，此方程式無解。

從以上的討論可知，由 b2－4ac 為正數、0 或負數，便能判別方程式

解的情形，因此稱 b2－4ac 為方程式 a x2＋b x＋c＝0 的判別式。

Key point
一元二次方程式 a x2＋b x＋c＝0 ( a＞0 ) 的判別式與其解

判別式 b2－4ac 解的情形 解的值

⑴ b2－4ac＞0 兩個相異的根  x＝－b±  b2－4ac　
2a

⑵ b2－4ac＝0 兩根相等 ( 重根 )  x＝－ b
2a  ( 重根 )

⑶ b2－4ac＜0 無解
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利用判別式判斷下列各方程式解的情形。

⑴ 4 x 2＋2 x＋ 1
4＝0 ⑵ 2 x 2－9 x＋5＝0 ⑶  x 2＋ x＋2＝0

隨堂練習

解

利用公式解解一元二次方程式 ( b2－4ac＞0 )77

⑴ 令 a＝5、b＝－13、c＝7，

  得 b2－4ac＝(－13 )2－4×5×7＝169－140＝29＞0，

  所以方程式的兩根為  x ＝
－b±  b2－4ac　

2a ＝
－(－13 )±  29　

2×5

 

＝
13±  29　

10 。

⑵ 先將方程式 3 x2＋7 x＝－2 改寫為 3 x2＋7 x＋2＝0，

  令 a＝3、b＝7、c＝2，

  得 b2－4ac＝72－4×3×2＝25＞0，

  故方程式的兩根為  x＝－b±  b2－4ac　
2a ＝

－7±  25　
2×3 ＝

－7±5
6 ，

  即  x＝－ 1
3  或  x＝－2，

  所以方程式的兩根為－
1
3  和－2。

解下列各一元二次方程式。

⑴ 5 x2－13 x＋7＝0  ⑵ 3 x2＋7 x＝－2
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解下列各一元二次方程式。

⑴  x 2＋8 x＋12＝0  ⑵ 3 x 2＋5 x＝7

隨堂練習

解下列各一元二次方程式。

⑴  x 2＋ x＋ 1
4＝0  ⑵  x 2－4 x＋5＝0

隨堂練習

解

利用公式解解一元二次方程式 ( b2－4ac＜0 )88

⑴ 令 a＝1、b＝22、c＝121，

  得 b2－4ac＝222－4×1×121＝0，

  所以方程式的兩根為  x＝－ b
2a＝－

22
2×1＝－11 ( 重根 )。

⑵　 令 a＝2、b＝3、c＝4， 

得 b2－4ac＝32－4×2×4＝－23＜0， 

所以方程式無解。

解下列各一元二次方程式。

⑴  x 2＋22 x＋121＝0  ⑵ 2 x 2＋3 x＋4＝0
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對於任意的一元二次方程式，只要  x 2 項係數大於 0，就可以使用公式

解。若  x 2 項係數為負數時，是否也還能使用公式解呢？

若例 9 直接利用公式解：

令 a＝－3、b＝－1、c＝3，得 b2－4ac＝(－1 )2－4×(－3 )×3＝37＞0，

所以方程式的兩根為  x＝－b±  b2－4ac　
2a ＝

1±  37　
－6 ＝

－1±  37　
6 。

比較上面兩種解法，發現答案是相同的。也就是說，當一個一元二次

方程式的  x2 項係數為負數時，也可以直接利用公式求解，因此得到以下

結論：

解

利用公式解解一元二次方程式99

－3 x 2－ x＋3＝0

3 x 2＋ x－3＝0

令 a＝3、b＝1、c＝－3，

得 b2－4ac＝12－4×3×(－3 )＝37＞0，

所以方程式的兩根為  x＝－b±  b2－4ac　
2a ＝

－1±  37　
6 。

等號兩邊同乘以 (－1 )

解一元二次方程式－3 x 2－ x＋3＝0。

Key point
一元二次方程式的公式解

當 a≠0 且 b2－4ac＞0，則一元二次方程式 a x 2＋b x＋c＝0 的公式解為 

 x＝－b±  b2－4ac　
2a 。
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解

已知方程式解的情形的應用1010

因為方程式有重根，所以 b2－4ac＝0，

即  b2－4ac＝(－10 )2－4×1×( 5m＋10 )＝0， 

100－20m－40＝0 

20m＝60 

m＝3

將 m＝3 代入原方程式，

得原方程式為  x2－10 x＋25＝0，即 (  x－5 )2＝0，

所以方程式的解為  x＝5 ( 重根 )。

已知  x 的一元二次方程式  x 2－10 x＋( 5m＋10 )＝0 有重根，求 m 的 

值及此方程式的解。

已知  x 的一元二次方程式  x2－8 x＋( 3m＋7 )＝0 有兩個相異的根，求 

m 的最大整數值。

隨堂練習

目前為止，我們知道解一元二次方程式的方法有： 

因式分解 ( 提公因式、乘法公式、十字交乘法 )、配方法和公式解， 

只要根據題型選擇適當的方法，要求出一元二次方程式的解就容易多了。
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1  利用平方根概念解一元二次方程式
形如  x 2＝k ( k＞0 ) 及 ( a x＋b )2＝c ( a≠0、c＞0 ) 的一元二次方程式，可以利用
平方根的概念來求解。

例 　 ( 2 x＋3 )2＝8，2 x＋3＝±2  2　， x＝－ 3
2±  2　， 

所以方程式的解為－
3
2±  2　。

2  將  x 2±p x 配成完全平方式

將形如  x 2±p x 的式子加上 ( 
p
2  )2，可以配成完全平方式。

例 　  x 2＋14 x＋( 
14
2  )2＝ x 2＋14 x＋72＝(  x＋7 )2。

3  利用配方法解一元二次方程式
利用配方法解一元二次方程式的步驟如下： 
⑴ 利用等量公理使  x 2 項的係數變為 1。    
⑵ 將方程式整理為  x 2＋p x＝c 的形式。   

⑶ 等號兩邊同加 ( 
p
2  )2。     

⑷ 等號左邊配成完全平方式。        
⑸ 利用平方根概念解出  x。     

4  一元二次方程式 a x2＋b x＋c＝0 ( a≠0 ) 的判別式與其解
判別式 b2－4ac 解的情形 解的值

⑴ b2－4ac＞0 兩個相異的根  x＝－b±  b2－4ac　
2a

⑵ b2－4ac＝0 兩根相等 ( 重根 )  x＝－ b
2a  ( 重根 )

⑶ b2－4ac＜0 無解

例 　 3 x 2＋6 x－6＝0 
 x 2＋2 x－2＝0 
 x 2＋2 x＝2 

 x 2＋2 x＋( 
2
2

 
)2＝2＋( 

2
2

 
)2 

(  x＋1 )2＝3 
 x＋1＝±  3　， x＝－1±  3　
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1   在下列各空格中分別填入適當的數，使各式成為完全平方式。  P.166 例 3

 ⑴  x 2＋18 x＋  ＝(  x＋  )2

 ⑵  x 2－ x＋  ＝(  x－  )2

2   解下列各一元二次方程式。

 ⑴ (  x＋3 )2＝19  P.163 例 1 ⑵ ( 3 x－2 )2－16＝0  P.164 例 2

⑶ 2 x 2－8 x－1792＝0  P.168 例 5、P.169 例 6 ⑷ 3 x 2＋5 x＋1＝0  P.173 例 7

⑸ 9 x 2＋4＝12 x  P.174 例 8 ⑹ －5 x 2＋2 x－3＝0  P.175 例 9
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3   已知  x 的一元二次方程式 m x 2－5 x＋1＝0 無解，求 m 的最小整數值。  P.176 例 10

 

以下是小翊和小妍「解一元二次方程式  x 2＋3x－1＝0」的過程，判斷他們的解法是

否正確？若不正確，請標出開始發生錯誤的部分，並寫出正確的解法。

利用配方法

x2＋3x－1＝0

x2＋3x＝1

x2＋3x＋32＝1＋32

(x＋3)2＝10 

x＋3＝± 10

x＝－3± 10

利用公式解

x2＋3x－1＝0

x＝
－3± 32－4×1×1

2×1

＝
－3± 5

2

小翊： 小妍：
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