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單元 5 指數函數 

一、教材摘要 

利用描點的方式畫出指數函數的圖形，由圖形分析此函數的特徵，同時也說明

底數 1a  與0 1a  時之指數函數 xy a 的遞增遞減性。透過指數函數圖形應用於

解指數方程式、比大小、與不等式。 

 

二、教學目標與時數 

教學目標 建議授課時數 

1. 能描繪 xy a 的函數圖形。 

2. 能了解底數 1a  與0 1a  時，函數 xy a 之圖形的性質。 

3. 能解指數方程式與指數不等式。 
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三、教材地位分析 

已學習教材 本單元教材 未學習教材 
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P.82 

 

①描繪 xy a 的函數圖形並介紹底數 1a  與0 1a  時，函數 xy a 之圖形的性質。 

 

 

①此處可進行教學活動，讓學生體驗指數函數的遞增速度，更多相關內容，請見補

充教材—飛快的指數函數圖形。 

 

P.83 

 

①因為底數 1a  時，函數圖形為水平線，不具有底數 1a  之函數圖形的各項特性，

所以不在我們討論的範圍中。 

 

P.84 

 

①(1) 關注同學在畫圖時是否讓曲線「平滑」。 

(2) 描繪 3xy  的圖形時，可與 2xy  的圖形稍作比較。 

 

②讓同學自行描繪指數函數圖形，並體會這種遞增（或遞減）速度極快的函數與其

特徵。 
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① 首先列出一些滿足 3xy  的點  ,x y ： 

x 2 1 0 1 2 

3xy   
1

9
 

1

3
 1 3 9 

 接著將表列所對應的點逐一畫在坐標平面上，最後再用平滑曲線把這些點連接起

來而得出下圖，即為 3xy  的圖形。 

 
 

P.85 

 

①(1) 關注同學在畫圖時是否讓曲線「平滑」。 

(2) 描繪
1

3

x

y
 

  
 

圖形時，可與
1

2

x

y
 

  
 

的圖形稍作比較。 
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① 首先列出一些滿足
1

3

x

y
 

  
 

的點  ,x y ： 

x 2 1 0 1 2 

1

3

x

y
 

  
 

 9 3 1 
1

3
 

1

9
 

 接著將表列所對應的點逐一畫在坐標平面上，最後再用平滑曲線把這些點連接起

來而得出右圖，即為
1

3

x

y
 

  
 

的圖形。 

 
 

P.86 

 

①(1) 讓同學觀察並比較函數 xy a 在底數 1a  和底數0 1a  時圖形上的不同，並

試著寫出其不同點。 

(2) 引導同學觀察出 2xy  和
1

2

x

y
 

  
 

的對稱性。 

②遞增函數與遞減函數的定義留待高三說明。 

設函數  f x 在區間 ,a b 有定義，且 1x 、 2x 為 ,a b 內的任意兩數。 

(1) 若 1 2x x ，恆有    1 2f x f x ，則稱  f x 在區間 ,a b 上為嚴格遞增函數。 

若 1 2x x ，恆有    1 2f x f x ，則稱  f x 在區間 ,a b 上為遞增函數。 

(2) 若 1 2x x ，恆有    1 2f x f x ，則稱  f x 在區間 ,a b 上為嚴格遞減函數。 

若 1 2x x ，恆有    1 2f x f x ，則稱  f x 在區間 ,a b 上為遞減函數。 
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P.87 

 

①函數凹口的性質： 

(1) 函數  f x 凹口向上
   1 2 1 2

2 2

f x f x x x
f

  
   

 
。 

(2) 函數  f x 凹口向下
   1 2 1 2

2 2

f x f x x x
f

  
   

 
。 

 

 

①因為函數 xy a 和
1

x

y
a

 
  
 

的圖形對稱於 y軸，所以   5xf x  。 

 

P.88 

 

①下圖為函數 xy a 的部分圖形，選出正確的選項： 

 

(1) 1OP   

(2) 0 1a   

(3) xy a 的圖形與每一條水平線均相交 

(4) 若  100, k 為 xy a 函數上一點，則 0k  。 

解：(1)因為 0 1a  ，所以函數 xy a 的圖形通過點  0, 1 ，因此 1OP  。 

(2) 因為函數 xy a 為遞減函數，所以0 1a  。 

(3) xy a 的圖形僅與 x軸上方的水平線相交。 

(4) 因為 xa 的值恆為正數，所以 100 0k a  。 

由上面的討論可知：正確的選項為(1)(2)(4)。 
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①由圖形可知： 

(1) 因為 xy a 為嚴格遞增函數，所以 1a  。 

(2) 因為 P點坐標為  0, 1 ，所以 1OP  。 

(3) 因為 xy a 與 xy c 對稱於 y軸，所以 1ac  。 

(4) 作直線 1x   分別與 xy b 和 xy c 交於 

1 1
1, , 1,B C

b c

   
    
   

兩點，如右圖所示， 

因為 B點在 C點的上方，所以
1 1

b c
b c
   。 

故選(1)(2)(3)(4)。 

 

P.89 

 

①介紹指數方程式與指數不等式，並比較不同底數之指數函數圖形之間的差異。 

 

P.90 

 

①提醒同學解指數方程式須注意： 

(1) 當 1 21, 0,
x x

a a a a   時， 1 2x x 。 

(2) 當 0a  時， 0xa  。 

 

 

①已知   4.5 0.45 100
x y
  ，求

1 1

x y
 。 

解：        
1 1

4.5 100 4.5 100 , 0.45 100 0.45 100
x y

x y      ， 

故

1
1 1

1

4.5 100
100

0.45
100

x
x y

y



   

1 11

210 100 100 x y


    

1 1 1

2x y
   。 

  



8 

②解下列各方程式﹕ 

(1) 10 5 2 1 0x x x     

(2) 6 4 3 3 2 12 0x x x       

(3) 
2 1

3 3 2x y

x y 


 
 

解：(1)   10 5 2 1 2 1 5 1 0x x x x x       ， 

 即2 1x  或5 1x  ，因此 0x  。 

(2) 6 4 3 3 2 12 0x x x      ， 

即   2 4 3 3 0x x   ， 

故2 4, 2x x  或3 3, 1x x  。 

(3) 
2 1

3 3 2x y

x y 


 
， 2 13 3 2 0y y      3 3 2 3 1 0y y     ， 

因為3 0y  ，所以3 1y  ， 

故 0y  且 1x  。 

 

P.91 

 

①(1) 因為由 302 1024

x

 可得 10302 2

x

 ，所以 10
30

x
 ，解得 300x  。 

(2) 因為由
23 52 4 2x x  可得

23 5 22 2x x ，所以 23 5 2x x  ，解得
1

3
x   或 2。 

(3) 設 2xt  ，因為 1 2 24 4 2 4x x t    ，所以方程式可化為 24 9 2 0t t   ， 

即  4 1 2 0t t   ，解得
1

4
t  或 2t  。 

由 21
2 2

4

x   解得 2x   ， 

由2 2x  解得 1x  ， 

故 2x   或 1。 

 

P.92 

 

①提醒同學比較三指數的大小關係時，先將底數改成相同。 

②提醒同學比較指數形態之數的大小關係時，須注意底數的範圍： 

(1) 當 1a  時，若 1 2x xa a ，則 1 2x x 。 

(2) 當0 1a  時，若 1 2x xa a ，則 1 2x x 。 
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①下列五個數中，何者為最小？ 

(1)

1

32   (2)

2
1

8



 
 
 

  (3)

1

42


  (4)

1

21

2

 
 
 

  (5)

1

38


。 

解：(2)  
2

2
3 61

2 2
8




 
  

 
。 

(4)

1
1

2
2

1
2

2

 
 

 
。 

(5)  
1 1

3 13 38 2 2
 

  。 

因為底數2 1 ，所以
11 1

1 632 42 2 2 2 2
 

     。 

故最小值為選項(5)。 

 

 

①將以上三數都化成以 2為底的指數： 

 
1

22 2a   ， 

  
21

23 334 2 2b    ， 

  
31

34 448 2 2c    。 

因為 2xy  是嚴格遞增函數且
1 2 3

2 3 4
  ，所以c b a  。 

 

 

P.93 

 

①(1) 上式可化為 2 1 13 3x  ，因為底數3 1 ，所以2 1 1x   ，解得 1x   。 

(2) 設 2xt  ，因為 1 2

2 2

2 2
2

2

x

x t

   且
9

9 2 x

t

  ， 

所以不等式可化為
2

2 9
4 0

t t
   ， 

不等式同乘以 2t 得 24 9 2 0t t   ， 

即  4 1 2 0t t   ，解得
1

2
4

t  。 

由
1

2
4

t  ，即
1

2 2
4

x  ，解得 2 1x   。 
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P.94 

 

①半衰期（英語：Half-life）是指某種特定物質的濃度經過某種反應降低到剩下初始

時一半所消耗的時間，常見的例子有：放射性核素的衰變、一級化學反應、藥物

在體內的吸收和代謝等。 

參考資料：維基百科 

②碳 14定年法，又稱碳測年、放射性碳定年法，是利用自然存在的碳 14同位素的

放射性定年法，用以確定原先存活的動物和植物的年齡的一種方法，可測定早至

五萬年前含碳有機物質的年代。對於考古學與晚第四紀地質研究來講，這是一個

準確的定年法技術。 

參考資料：維基百科 

③與學生說明：因為半衰期為 5700年，所以一年衰變為原來的

1

57001

2

 
 
 

。 

 

P.95 

 

①此處可介紹 m與 a的數學意涵。 

 

 

①游泳訓練機構統計發現，經過 x 小時的訓練，學員掌握自

由式游泳技巧的「能力分數」為函數    100 1 xf x a  ，

其中 a是常數。右圖是  y f x 的部分圖形，當能力分數

為 75時，表示此學員可以游完 100公尺的距離，試問：一

名學員應該接受幾小時的訓練，才能游完 100公尺呢？ 

解：因為函數圖形通過點  16, 50 ， 

所以將其代入函數得  1650 100 1 a  ， 

解得
1

16 160.5, 0.5a a  ，即函數    16100 1 0.5

x

f x   。 

若   75f x  ，即  1675 100 1 0.5

x

  ，得  
2

160.5 0.25 0.5

x

  ， 

即 2
16

x
 ，解得 32x  。 

因此學員應該接受 32小時的訓練，才能游完 100公尺。 
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①因為碘 131的半衰期為 8天，表示該元素經過 8天後剩下原來的
1

2
，所以，經過 x天後， 

碘 131的含量為原來 3200的
81

2

x

 
 
 

倍。依據題意可得
81 100 1

2 3200 32

x

 
  

 
， 

再將不等式化為
5

81 1

2 2

x

   
   

   
，又因為底數

1
1

2
 ，所以 5

8

x
 ，解得 40x  。 

故至少要超過 40天，其含量才會在安全容許量以內。 

 

P.96 

 

①複利的計算是以前一期的「本利和」當作下一期的本金，連續計息，提醒同學這

一個基本的概念。讓同學互相討論後整理出複利的計息方法，參考做法如下： 

(1) 先得到每期的利率 r%（依期限不同，如年利率、月利率）。 

(2) 確定期數 n。 

(3) 若本金為 P，則複利的連續計息得本利和為  1 %
n

P r 。 

 

P.97 

 

①六年後單利的本利和為    100 1 2.5 6 100 1 0.15 115    % （萬元）。 

六年後複利的本利和為    
66

100 1 2.5 100 1.025 % （萬元）。 

利用計算機得  
6

100 1.025 （萬元）1159693（元）。 

六年期滿領回本利和時，複利計息比單利計息多領 9693（元）。 

 

P.98 

 

①更多的介紹請見補充教材—複利與自然對數的底數 e。 


