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1-2　週期性數學模型

! 週期性現象指「周而復始」的規律現象。在美術、工藝或
建築上，「重複」更是設計與形成美感的一種常見手法。

@ 函數的週期性就是一種模式的反覆出現。整個模式每重複
一次，就稱為一個週期。

生活中的週期 配合課本例題 1例題 1

素養題

有一家義大利麵餐廳推出自由配餐點，它有五種醬料與六種麵體提供客人自由選配。

且店家每日會推出一組搭配做特價，若醬料是按照青醬、蛋奶醬、紅醬、咖哩醬、白

醬的順序，而麵體是按照螺旋麵、直條麵、貝殼麵、天使麵、筆尖麵、寬扁麵的順序

做配對。

1 店家的特價組合最少隔多少天會出現相同的組合？

2 若今天特價組合是「青醬+天使麵」，則最快幾天後有「咖哩醬+筆尖麵」的特價

組合？

解 1 因為有 5 種醬料與 6 種麵體，所以店家共有 5*6=30 種不同的特價組合
  故每隔 30 天會出現相同的特價組合
 2 因為醬料每 5 天會輪流一次
  所以 3 天後、8 天後、13 天後、18 天後、……會使用咖哩醬
  又麵體是每 6 天會輪流一次
  所以 1 天後、7 天後、13 天後、19 天後、……會使用筆尖麵
  故最快 13 天後有「咖哩醬+筆尖麵」的特價組合

類題類題

某宗教聖地在入門的廣場兩側，由入口處開始筆直地每隔 8 公尺就設立柱子裝飾該教
七聖物做展示直到正殿門口。七種聖物分別為硨磲、金銀、瑪瑙、珊瑚、琉璃、琥珀

和珍珠，依序輪流不斷地重複。已知在入口處（0 公尺處）為硨磲的柱子，若小芬現在
站在離入口處 70 公尺的地方，請問：
1 離她最近的兩個柱子分別展示什麼聖物？
2 若到正殿門口恰好是最後一個柱子，且每種聖物都展示 7 次，則小芬還要走多遠的
 距離才會到達正殿？
解

1 因為每隔 8 公尺就有一個展示柱，而 
70
8
=8.75

  因此小芬站在入口處數來第 9 個和第 10 個柱子之間
  故離她最近的兩個柱子分別展示金銀和瑪瑙

 2 因為總共有 49 個柱子，因此廣場的縱深總長為 48*8=384 公尺
  所以小芬還要走 384-70=314 公尺

（配合課本 P.21～P.24）主題一 週期性現象
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自然中的週期 配合課本例題 2例題 2

素養題

若小甄計畫在 9 月 13 日或 9 月 15 日其中一天的下午 2 點到 3 點至奎壁山摩西分海景
點遊玩。已知海床露出期間如圖所示，其中海面上升至最高時稱為滿潮，下降至最低

時稱為乾潮。而當地 9 月 12 日到 9 月 17 日間的潮汐表（24 小時制）如表。為了安全考
量，小甄要在乾潮後的一小時內離開此步道，請問她應該安排在哪一天到此處遊玩比

較合適？

日期 滿潮 乾潮

9 月 12 日 10：10 16：33

9 月 13 日 10：51 17：09

9 月 14 日 11：28 17：39

9 月 15 日 12：02 18：06

9 月 16 日 12：36 18：32

9 月 17 日 13：10 19：00

解 由潮汐表得知滿潮到乾潮約歷時 6 小時
 預估滿潮後的 3 小時為海床開始露出的時間，
 推估 9 月 13 日可參觀的時間為 13：51 至 18：09
 而 9 月 15 日可參觀的時間為 15：02 至 19：06
 因此小甄安排 9 月 13 日到該景點遊玩比較合適

類題類題

承例題 2，若小甄更改在 9 月 14 日上午 8 點到 9 點、上午 10 點到 11 點，或下午 4 點
到 5 點其中一時段至此遊玩，試問哪一個時段比較有機會踏上海中步道？
解 由潮汐表得知，9 月 14 日可參觀時間約為 14：28 至 18：39

 故小甄應安排下午 4 點到 5 點前往遊玩
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! 給定一個函數 f（x），
1 自變數 x 所有可能值的最大範圍稱為此函數的定義域。
2 函數值 f（x）所有可能值的最大範圍稱為此函數的值域。
3 函數除了要觀察 x 與 f（x）的對應關係外，另一重點是觀察 x 值的變化所對應的 f（x）
值的變化。

4 一般而言，對於函數 f（x），如果存在一個常數 T，使得定義域內的每個 x 都滿足  
f（x+T）=f（x），則我們稱 f（x）為週期函數。

 5 如果 T 是滿足 f（x+T）=f（x）的最小正數，則稱 T 為函數 f（x）之週期。

@ 對於任意實數 x，我們將其視為 x 弳，並求出 sin x 的值。將 x 與 sin x 對應起來會得到一
個函數的對應關係，稱此為正弦函數，並以 f（x）=sin x 記之。

# 正弦函數 f（x）=sin x 的圖形：
1 y=sin x 的圖形：

 

2 繪製正弦函數圖形時，可將角度為軸上角（例如：0，
p
2
，p，

3p
2
，2p，……）所對

 應的點先繪出，再用曲線將這些點連結。

3 最好至少各標示一個波峰與一個波谷的坐標。

（配合課本 P.24～P.30）主題二 正弦函數的圖形
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說明：

利用計算機可得下表的數值（四捨五入至小數點後第一位，同學可自行檢驗）

x 0
p
6

p
4

p
3

p
2

2p
3

3p
4

5p
6

p
7p
6

5p
4

3p
2

7p
4

2p

sin x 0 0.5 0.7 0.9 1 0.9 0.7 0.5 0 -0.5 -0.7 -1 -0.7 0

x
9p
4

5p
2

11p
4

3p
13p

4
7p
2

15p
4

4p -
3p
2
-

5p
4 -p -

3p
4
-

p
2
-

p
4

sin x 0.7 1 0.7 0 -0.7 -1 -0.7 0 1 0.7 0 -0.7 -1 -0.7

將 x 值當作橫坐標，所得的函數值 y=f（x）當作縱坐標，分別將對應的點（xcy）標示在
坐標平面上，再以平滑曲線將這些點連接起來，就可以得到函數 f（x）=sin x 的圖形。
觀察可知有下列現象

1 x 的值沒有任何限制。
2 sin x 值介於-1 與 1 之間。
3 圖形在直線 y=81 之間擺動。
4 正弦函數的圖形每 2p  單位長就會循環一次。

$ 正弦函數 y=sin x 的圖形性質：

1 定義域為所有實數，值域為區間 [-1c1]。
2 振幅為 1。
3 週期為 2p。
4 最高點的地方稱為波峰、最低點的地方稱為波谷。

5 圖形對稱原點。

6 正弦函數的圖形並不是由許多半圓或弓形所組成。
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正弦函數的圖形 配合課本例題 4例題 3

把正弦函數 y=sin x 的圖形想像成高高低低的山，則從原點
開始順著函數圖形往右走，試回答下列問題：

1 試問走到 x=5p  的時候是上坡還是下坡？ 
2 承上題，還必須持續再走多遠的上坡或下坡路？

解 1 因為正弦函數 y=sin x 的週期是 2p，
  所以 x=5p  的情形相當於 x=3p  的情形，
  同理相當於 x=p  的情形
  而由正弦函數的圖形知道 x=p  的時候是下坡，
  因此 x=5p  的時候也是下坡 

NoteNote

由於正弦函數圖形具有週期性

的現象。因此，若 q 在 [0c2p] 
內的同界角為 a，則 x=q  時的
情形與 x=a  時的情形相同。

 2 因為在 x=p  到 x=
3p
2

 這一段都是下坡

  所以還必須持續走 
p
2（=

3p
2
-p）單位的下坡路

類題類題

把正弦函數 y=sin x 的圖形想像成高高低低的山，則從原點開始順著函數圖形往右
走，試回答下列問題：

1 試問走到 x=
25p

4
 的時候是上坡還是下坡？

2 承上題，還必須持續再走多遠的上坡或下坡路？
解

1 因為 
25p

4
=6p+

p
4

  所以 x=
25p

4
 的情形相當於 x=

p
4

 的情形

  而由正弦函數的圖形知道 x=
p
4

 的時候是上坡，

  因此 x=
25p

4
 的時候也是上坡

 2 因為在 x=
p
4

 到 x=
p
2

 這一段都是上坡

  所以還必須持續走 
p
4

 （=p
2
-

p
4）單位的上坡路
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! 正弦函數 y=sin x 圖形的平移：
 設 h，k 皆為正數，則

1 函數 y=sin x+k 的圖形是將 y=sin x 的圖形向上平移 k 個單位長。
2 函數 y=sin x-k 的圖形是將 y=sin x 的圖形向下平移 k 個單位長。
3 函數 y=sin （x+h）的圖形是將 y=sin x 的圖形向左平移 h 個單位長。
4 函數 y=sin （x-h）的圖形是將 y=sin x 的圖形向右平移 h 個單位長。

@ 正弦函數 y=sin x 圖形的伸縮：
 設 a>0，則

1 函數 y=a sin x 的圖形是將 y=sin x 的圖形上每一點的縱坐標都乘上 a 倍而得。

2 函數 y=sin ax 的圖形是將 y=sin x 的圖形上每一點的橫坐標都乘上 
1
a

 倍而得。

# 平移不會改變圖形的週期與振幅。

$ 伸縮對週期與振幅的影響：
 設 a>0，則

1 y=a sin x 的週期不變，振幅變為原來的 a 倍。

2 y=sin ax 的週期變為原來的 
1
a

 倍（即週期變成 
2p
a ），振幅不變。

（配合課本 P.30～P.38）主題三 正弦函數圖形的平移與伸縮
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正弦函數的平移! 配合課本例題 5、6例題 4

試利用 y=sin x 描繪出下列函數的圖形，並回答其定義域、值域、週期、振幅：

1 y=sin x+1。 2 y=sin （x-
p
2）。

NoteNote

透過 [0c2p] 軸上角的角度所對應的點，描繪出圖形。再利用週期性現象延伸出兩側的
圖形。

解 1

 

   

  y=sin x+1 的圖形可由 y=sin x 的圖形向上平移 1 單位長而得
  我們可以先在 y=sin x 的圖形上標出幾個點（可選最高點、最低點與 x 軸交點）

  如（-3p
2
c1），（-pc0），（-p

2
c-1），（0c0），（p

2
c1），（pc0），（3p

2
c-1）等

  把這些點全部向上平移 1 單位長，
  再依 y=sin x 圖形增加或減少的趨勢
  將這些新點用平滑曲線連接起來，

  就能得到 y=sin x+1 的圖形
  ⇒ y=sin x+1 的週期為 2p，振幅為 1，
  　 定義域為任意實數，值域為 [0c2] 
 2

  

  y=sin （x-
p
2）的圖形可由 y=sin x 的圖形向右平移 

p
2

 單位長而得

  我們仿照第1小題，將 y=sin x 若干關鍵點標出來

  把這些點向右平移 
p
2

 單位長，再依 y=sin x 圖形增加或減少的趨勢

  將這些新點用平滑曲線連接起來，就能得到 y=sin （x-
p
2）的圖形

  ⇒ y=sin （x-
p
2）的週期為 2p，振幅為 1，

  　 定義域為任意實數，值域為 [-1c1]
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類題類題

試利用 y=sin x 描繪出下列函數的圖形，並回答其定義域、值域、週期、振幅：

1 y=sin x-2。 2 y=sin （x+
p
3）。

解 1

  

  y=sin x-2 的圖形為 y=sin x 往下平移 2 單位，如上圖
  所以 y=sin x-2 的週期為 2p，振幅為 1，
  定義域為任意實數，值域為 [-3c-1]
 2

  

  y=sin （x+
p
3）的圖形為 y=sin x 往左平移 

p
3

 單位，如上圖

  所以 y=sin （x+
p
3）的週期為 2p，振幅為 1，

  定義域為任意實數，值域為 [-1c1]
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正弦函數的平移@例題 5

1 試完成下列表格，並以描點方式繪出 y=sin （x+
p
3）+2 的圖形。

2 承1，請說明這個函數圖形與 y=sin x 的位置關係。
3 承1，試求函數的定義域、值域、週期、振幅。

NoteNote

作 y=sin x 的圖形，將 y 軸移到 x=-
p
3

 的位置再重新標示 y 軸坐標，可得 

y=sin （x+
p
3）的圖形；同理，也可再移動 x 軸，得到 y=sin （x+

p
3）+2 的圖形。

解 1 

 

  

x+
p
3

0
p
2

p
3p
2

2p

x -
p
3

p
6

2p
3

7p
6

5p
3

sin （x+
p
3）+2 2 3 2 1 2

 

  
  在坐標圖形上標出上列的點，並用曲線將其連接， 再左右兩側重複圖形，如上圖

 2 y=sin （x+
p
3）+2 的圖形為 y=sin x 的圖形往左平移 

p
3

 單位，往上平移 2 單位

 3 因為最高點的 y 坐標為 3，最低點的 y 坐標為 1

  所以振幅為 
3-1

2
=1，值域為 [1c3]

  而圖形每隔 2p  單位的區間會不斷重複
  所以定義域為任意實數，週期為 2p
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類題類題

1 試完成下列表格，並以描點方式繪出 y=sin （x-
p
4）-

1
2

 的圖形。

2 承1，試求函數的定義域、值域、週期、振幅。
解 1 

	 	

x-
p
4

0
p
2

p
3p
2

2p

x
p
4

3p
4

5p
4

7p
4

9p
4

sin （x-
p
4）-

1
2

-
1
2

1
2

-
1
2

-
3
2

-
1
2

	 	

	 	 在坐標圖形上標出上列的點，並用曲線將其連接，

  再左右兩側重複圖形，如上圖

 2 因為最高點的 y 坐標為 
1
2
，最低點的 y 坐標為-

3
2

  所以振幅為 
1
2〔

1
2
-（- 3

2）〕=1，值域為 [- 3
2
c

1
2 ]

  而圖形每隔 2p  單位的區間會不斷重複
  所以定義域為任意實數，週期為 2p

由圖形觀察平移的量例題 6

右圖為 y=sin（x+a）+b 的部分圖形，其中 0<a<2p，
試求 a，b 的值。

 

解 因為最高點的 y 坐標為 3
 所以 1+b=3，得 b=2

 又圖形通過（3p
4
c3）

 所以 3=sin（3p
4
+a）+2 ⇒ sin（3p

4
+a）=1

 
又 0<a<2p，所以 

3p
4
<

3p
4
+a<

11p
4

 因此 
3p
4
+a=

p
2
+2p，得 a=

7p
4
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類題類題

將 y=sin x 水平向右平移 3 單位，再鉛直向上平移 4 單位，所得的圖形為  
y=sin （x+a）+b，其中 a 值介於-p  到 p  之間。試求 a 與 b 的值。
解 將 y=sin x 水平向右平移 3 單位，再鉛直向上平移 4 單位，

 所得的圖形為 y=sin （x-3）+4，
 故 a=-3，b=4

正弦函數的伸縮! 配合課本例題 7例題 7

1 試利用 y=sin x 描繪出 y=3 sin x 的圖形，並回答其週期、振幅、值域。 
2 承1，試利用 y=3 sin x 描繪出 y=3 sin x+1 的圖形，並回答其週期、振幅、值域。

解 1 

  
  將 y=sin x 的每一個點的 y 坐標皆乘上 3 倍（可利用軸上角的點做觀察）
  可得到 y=3 sin x 的圖形
  因為最大值為 3，最小值為-3，

  所以振幅為 
3-（-3）

2
=3，值域為 [-3c3]，而週期為 2p

 2 

  
  將 y=3 sin x 的每一個點往上平移 1 單位（可利用軸上角的點做觀察）
  可得 y=3 sin x+1 的圖形
  因為最大值為 4，最小值為-2，

  所以振幅為 
4-（-2）

2
=3，值域為 [-2c4]，而週期為 2p
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類題類題

試利用 y=sin x 的圖形描繪出 y=
1
3

 sin x 的圖形，並回答其週期與振幅為何？

解

 

 將 y=sin x 的每一個點的 y 坐標皆乘上 
1
3

 倍（可利用軸上角的點做觀察）

 可得 y=
1
3

 sin x 的圖形，因為最大值為 
1
3
，最小值為-

1
3
，所以振幅為 

1
3
，週期不變，仍為 2p

正弦函數的伸縮@ 配合課本例題 8例題 8

1 試完成下列表格，並描繪出函數 f（x）=sin 2x 的圖形。（已知 a2 ~1.414）
2 承1，函數 f（x）的圖形可以由 y=sin x 的圖如何調整而得？
3 承1，函數 f（x）的週期與振幅為何？

解 1 

  

2x 0
p
4

p
2

3p
4

p
5p
4

3p
2

7p
4

2p

x 0
p
8

p
4

3p
8

p
2

5p
8

3p
4

7p
8

p

sin 2x 0 0.7 1 0.7 0 -0.7 -1 -0.7 0

  
  以表格的資料，在坐標上標出點（xcsin 2x），並用曲線將其連接，
  再左右兩側重複圖形，如上圖

 2 函數 f（x）的圖形恰為 y=sin x 的圖形「以 y 軸為中心沿水平方向壓縮為 
1
2

 倍」而得

  也就是將 y=sin x 圖形上每一點的 x 坐標都乘上 
1
2

 倍而得

 3 f（x）的週期為 p，振幅不變，仍為 1
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類題類題

試利用 y=sin x 的圖形描繪出各函數的圖形，並回答其週期：

1 y=sin 
x
3
。 2 y=sin px。

解 1

  

  將 y=sin x 的每一個點的 x 坐標皆乘上 3 倍，可得到 y=sin 
x
3

 的圖形

  即把 y=sin x 的圖形「以 y 軸為中心沿水平方向伸長為 3 倍」而得

  ⇒ y=sin 
x
3

 的週期為 2p*3=6p

 2

  

  將 y=sin x 的每一個點的 x 坐標皆乘上 
1
p

 倍，可得到 y=sin px 的圖形

  即把 y=sin x 的圖形「以 y 軸為中心沿水平方向壓縮為 
1
p

 倍」而得

  ⇒ y=sin px 的週期為 2p*
1
p
=2
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正弦函數圖形的伸縮與平移例題 9

試繪出 y=3 sin 2x+1 的圖形，並回答其週期與振幅。

解

 

NoteNote

繪製正弦函數圖形，應畫 
2～3 個完整的週期，並標示
出一組波峰與波谷的坐標。

 

 當 2x 等於 0，
p
2
，p，

3p
2
，2p  時，對應的點（xc3 sin 2x+1）

 分別為（0c1），（p
4
c4），（p

2
c1），（3p

4
c-2），（pc1），

 在坐標圖形上標出上列各點，並用曲線將其連接，

 再左右兩側重複圖形，如上圖

 ⇒ y=3 sin 2x+1 的振幅為 
4-（-2）

2
=3，週期為 2*（3p

4
-

p
4）=p

類題類題

試畫出 y=2 sin （x+
p
3）-1 的圖形，並回答其週期與振幅。

解

 

 當 x+
p
3

 等於 0，
p
2
，p，

3p
2
，2p  時，對應的點（xc2 sin （x+

p
3）-1）

 分別為（-p
3
c-1），（p

6
c1），（2p

3
c-1），（7p

6
c-3），（5p

3
c-1），

 在坐標圖形上標出上列各點，並用曲線將其連接，

 再左右兩側重複圖形，如上圖

 ⇒ 因為最高點的 y 坐標為 1，最低點的 y 坐標為-3，

   所以振幅為 
1-（-3）

2
=2，週期為 2*（7p

6
-

p
6）=2p
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由圖形觀察函數的變化方式例題 10 配合課本習題 6

右圖為三角函數 y=3 sin（ax-b）的部分圖形，其中 a＞0，則 
下列各項敘述何者正確？

A B（0c-3） B b=
p
6

C C（
5p
6
c0） D y 的週期為 

2p
3 �

E其圖形可由 y=3 sin 3x 向右平移 
p
6

 而得　　〔建國中學〕

解 A ○：因為波谷的 y 坐標為-3，所以 B 點坐標為（0c-3）
 B ×C ○D ○：

 由題圖可知週期為 2×（p
2
-

p
6）=

2p
3

 ⇒ C 點坐標為（p
6
+

2p
3
c0），即（5p

6
c0）

 又由伸縮性質知週期為 
2p
a

 ⇒ a=3

 將（p
3
c3）代入 y=3 sin（3x-b）得 3=3 sin（p-b）⇒ sin（p-b）=1

 因此 p-b=
p
2
+2kp，kl Ζ ⇒ b=

p
2
-2kp，klΖ

 E ○：y=3 sin 3x 向右平移 
p
6

 得 y=3 sin（3（x-
p
6））=3 sin（3x-

p
2）

 故選ACDE

類題類題

設 a，b，c>0，若 y=a sin bx+c 的圖形如右，試求 
a、b、c 的值。
解 因為 y=a sin bx+c 的最高點的 y 坐標為 4，

 最低點的 y 坐標為-2

 所以 a=
4-（-2）

2
=3，c=

4+（-2）
2

=1

 又觀察圖形週期為 2*（4p
3
-

2p
3 ）=

2p
b
， 

 解得 b=
3
2
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! 在數學上，將正弦函數做任意的平移與伸縮，所得的函數 B+A sin （wx+f）稱為正弦
波，這是用來研究與模擬週期現象的數學模型。

 b：B 稱為基線，A 稱為振幅，T=
2p
w

 稱為週期，f  稱為相位角。

@ 聲音是正弦波的一種，是由空氣振動形成聲波而得，常表示為 A sin （2pfx），其中物理

 學上定義，頻率 f  為週期 T 的倒數（即 f=
1
T），單位為赫茲 Hz（次∕秒）。

# 頻率 f  表現為音高，振幅 A 表現為聽覺上的音量；空氣振動愈快（頻率愈高），音高就
愈高。

$ 在音樂理論上，規定 A4（音樂課唱的 la）的音高稱為標準音高。這個純音的聲波函數是  
f（x）=sin （880px），其中 x 的單位為秒。

% 可利用電腦軟體 GeoGebra 發出純音的聲音，例如輸入 
「playsound（sin （880px）c0c2）」就會發出 A4 音 2 秒鐘。

聲　波 配合課本例題 10例題 11

素養題

在音樂理論上，規定 A4（音樂課唱的 la）的音高稱為標準音高，其聲波函數是  
f（x）=sin （880px），其中 x 的單位為秒。試回答下列問題：

1 此函數的週期為何？

2 此函數的頻率為何？

3 設由 A4 往下 5 個半音 E4（即音樂課唱的 mi）的聲波頻率為 A4 的 
3
4

 倍，則 E4 這

 個音的聲波函數為何？

解 1 由正弦函數圖形的伸縮可知週期為

  2p*
1

880p
=

1
440
（秒∕次）

 2 因為頻率為週期的倒數，故頻率為 440 赫茲
  即標準音高是空氣每秒振動 440 次 

NoteNote

純音的聲波函數為 sin （2pfx），
其中 f  為頻率。

 3 因為 E4 的頻率為 440*
3
4
=330 赫茲

  所以 E4 的聲波函數是 f（x）=sin （2p*330*x）=sin （660px）

（配合課本 P.38～P.40）主題四 正弦波
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類題類題

有四個聲音的聲波函數：

f1（x）=3 sin （20px），f2（x）=50 sin （40px），f3（x）=sin （200px），f4（x）=10 sin （3000px），
試回答下列問題：

1 若某一臺鋼琴能發出的聲波頻率是 30Hz 到 3000Hz，則下列哪些是此鋼琴能發出的
聲波？（多選）

 A f1 B f2 C f3 D f4 E 以上皆非
2 音量最大的聲音是哪一個？
解 1 設此鋼琴能發出的聲波函數為 y=sin kx

  若聲波頻率是 30Hz 到 3000Hz，則週期是 
1
30

 到 
1

3000

  由正弦函數圖形的伸縮可知 
1

3000
N

2p
k
N

1
30
，

  化簡得 60pNkN6000p，故選CD

 2 因為振幅愈大，音量愈大

  所以音量最大的是 f2

三角函數圖形解方程式例題 12 配合課本習題 9

1 在 0NxN4p  範圍內，方程式 sin x=-
1
3

 這些解的總和為何？ 〔平鎮高中〕

2 方程式 12 sin x=x 有　　　　個實數解。 〔建國中學〕

解
1 在坐標平面上作 y=sin x 與 y=-

1
3

 的圖

  
  兩圖形相交於 4 點，令其 x 坐標由小至大依序為 a，β，γ，δ

  ⇒ 
a+β

2
=

3p
2
，

γ+δ
2

=
7p
2

  故這些解的總和為 a+β+γ+δ=3p+7p=10p

 2 在坐標平面上作 y=sin x 與 y=
x

12
 的圖

  
  兩圖形有 7 個交點，故方程式 12 sin x=x 有 7 個實數解
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類題類題

1 設-2pNxN2p，則 4 sin 
x
2
=3 有幾個實數解？

2 方程式 sin 4x-
x
3
=0 有幾個實數解？

解
1 在坐標平面上作 y=sin 

x
2

 與 y=
3
4

 的圖

  
  兩圖形在-2pNxN2p  中恰有 2 個交點

  故 4 sin 
x
2
=3 在-2pNxN2p  恰有 2 個實數解

 2 在坐標平面上作 y=sin 4x 與 y=
x
3

 的圖

  由於 y=
x
3
=81 時，x=83

  且 y=sin 4x 的週期為 
2p
4

  所以（-pcp）可畫 4 個週期的圖形

  
  兩圖形有 7 個交點

  故方程式 sin 4x-
x
3
=0 有 7 個實數解



1-2　週期性數學模型 37

三角函數圖形解不等式例題 13 配合課本習題 9

1 設 0NxN2p，若 sin xM-
1
2
，則 x 的範圍為何？

2 在 0NxN4p  範圍內，不等式（cos x+5）（2 sin x+a2 ）<0 的解為何？

解
1 在坐標平面上作 y=sin x 與 y=-

1
2

 的圖

  

  在 0NxN2p  時，兩圖形有兩個交點，分別為（7p
6
c-

1
2），（

11p
6
c-

1
2）

  滿足不等式 sin xM-
1
2

 的解，即滿足 y=sin x 在 y=-
1
2

 上方的區域

  故不等式 sin xM-
1
2

 的解為 0NxN
7p
6

 或 
11p

6
NxN2p

 2 由於-1Ncos xN1，所以 cos x+5 恆正
  故不等式只需考慮 2 sin x+a2 <0 的解

  在坐標平面上作 y=sin x 與 y=-
a2
2

 的圖

  

  故不等式（cos x+5）（2 sin x+a2 ）<0 的解為 
5p
4
<x<

7p
4

 或 
13p

4
<x<

15p
4
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類題類題

1 設 0NxN2p，若 sin 2xM
a2
2
，則 x 的範圍為何？

2 設-2pNxN2p，若 4 sin 
x
2
>3 的解為 a<x<b，則 a+b=　　　　。

解
1 先考慮 sin 2x=

a2
2
，再藉由函數圖形觀察不等式 sin 2xM

a2
2

 的解

  因為 0N2xN4p，所以 sin 2x=
a2
2

 的解為 2x=
p
4
，

3p
4
，

9p
4
，

11p
4

  解得 x=
p
8
，

3p
8
，

9p
8
，

11p
8

  在坐標平面上作 y=sin 2x 與 y=
a2
2

 的圖

  
  在 0NxN2p  時，兩圖形有四個交點，分別為

  （p
8
c
a2
2 ），（

3p
8
c
a2
2 ），（

9p
8
c
a2
2 ），（

11p
8
c
a2
2 ），

  滿足不等式 sin 2xM
a2
2

 的解，即滿足 y=sin 2x 在 y=
a2
2

 上方的區域

  故不等式 sin 2xM
a2
2

 的解為 
p
8
NxN

3p
8

 或 
9p
8
NxN

11p
8

 2 在坐標平面上作 y=sin 
x
2

 與 y=
3
4

 的圖

	 	

  兩圖形在-2pNxN2p  的 2 個交點在 x=a，b 處
  因為圖形在 0NxN2p  對稱於 x=p
  故 a+b=2p
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曲線擬合例題 14

當我們知道某件事物應具有週期性時，因此以具有週期性的正弦函數模型來擬合已知

數據，藉此估計。若有一筆觀測資料如下：

x 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
y 0.60 0.41 0.42 0.24 0.10 0.02 0 0.08 0.23 0.43 0.66 0.85 0.97 1 0.92 0.77

今希望利用正弦函數 y=a sin（bx-h）+k（其中 b>0）來描述這筆資料，並希望最高點
（26c1）與最低點（12c0）皆落在圖形上。請問：
1 正弦函數 y=a sin （bx-h）+k 的 a=　　　　，b=　　　　。
2 若 0<h<2p，試求數對（hck）=　　　　。 〔丹鳳高中〕

解 1 因為-1Nsin qN1
  所以 y 的最大值為 a*1+k=1，最小值為 a*（-1）+k=0

  可得 a=
1
2
，k=

1
2

  x=12 到 x=26 是 
1
2

 個週期

  所以週期為 
26-12

1
2

=28=
2p
b
，故 b=

p
14

 2 （12c0）代入 y=
1
2

 sin（ p
14

 x-h）+ 1
2

 ⇒ 0=
1
2

 sin（6p
7
-h）+ 1

2

  ⇒ sin（6p
7
-h）=-1

  ⇒ 
6p
7
-h=-

p
2
+2mp，ml

  ⇒ h=
19p
14
-2mp，ml

� � 10<h<2p　2m=0，即 h=
19p
14

  故數對（hck）=（
19p
14
c

1
2）
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類題類題

已知某海濱浴場海浪的高度 y（單位：公尺）是時間 t（0NtN24，單位：時）的函數，記
作 y=f （t），下表是某日各時的浪高數據：

t 0 3 6 9 12 15 18 21 24
y 1.5 1.0 0.5 1.0 1.5 1.0 0.5 0.99 1.5

經長期觀測，y=f （t）的曲線可近似地看成是函數 y=A sin （wt+
p
2）+b。依據規定，

當海浪高度不低於 1.25 公尺時才對衝浪愛好者開放，判斷一天內有　　　　小時的時
間可供衝浪者進行運動。 〔高雄中學〕
解 0.5NyN1.5

 0.5NA sin （wt+
p
2）+bN1.5

 因為-1Nsin （wt+
p
2）N1

 所以

　
0.5-b

A
=-1

!
$
$
#
$
$
%

1.5-b
A

=1
 ⇒
　A=

1
2

!
$
#
$
%b=1

 週期為 12-0=
2p
w

 ⇒ w=
p
6

 在坐標平面上作 y=
1
2

 sin （p
6

 t+
p
2）+1 與 y=1.25 的略圖

 

 
1
2

 sin （p
6

 t+
p
2）+1=1.25 ⇒ sin （p

6
 t+

p
2）=0.5

 ⇒ 
p
6

 t+
p
2
=

5p
6
，

p
6
+2p，

5p
6
+2p，

p
6
+4p  ⇒ t=2，10，14，22

 得知 
1
2

 sin （p
6

 t+
p
2）+1M1.25 的解為 0NtN2，10NtN14，22NtN24

 故一天內有 8 小時的時間可供衝浪者進行運動



1-2　週期性數學模型 41

正弦函數的應用!例題 15

素養題

一項美國 加州 柏克萊大學的計畫：SETI 是「Search for Extra Terrestrial Intelligence」
的縮寫，也就是搜尋地外文明的計畫。這是利用全世界參加者的電腦來參與處理來自

外太空的訊息，來進行資料分析。假設某一天收到非自然產生的電波訊號，經過分析

後，可轉譯得到一串數字訊息。其中某段訊息如下：0.67，1，2，2，3.33，1，4，0，
4.67，-1，6，-2，7.33，-1，8，0，8.67，1，10，2，……。

若賈聰明將前後兩個數字視為一個點坐標，例如：（0.67c1），（2c2），（3.33c1）， 
……，將這些點描繪至方格紙中並將這些點連接成右上方的圖形（圖形的格線距離是 1 
單位）。賈聰明猜測這些點是正弦函數 y=a sin bx+k 圖形上的點，且 a＞0，b＞0，k 
為常數。

1 試求此正弦函數 y=a sin bx+k 的週期=？振幅=？b=？
2 若依賈聰明的結果，即這些點是正弦函數 y=a sin bx+k 圖形上的點。當接收到一
個無線電波轉譯成數字為 81，則下一個無線電波轉譯的數字為何？（四捨五入至小
數點後第二位）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔明倫高中〕

解 1 兩相鄰的波峰、波谷坐標分別為（2c2）、（6c-2）

  因此，週期為 2×（6-2）=8，振幅為 
1
2
〔2-（-2）〕=2

  由伸縮變化知週期為 
1
b
×2p=8，所以 b=

p
4

 2 因為 a=
2
1
=2，k=

1
2
〔2+（-2）〕=0

  所以將 x=81 代入得 y=2 sin（p
4
×81）=2 sin 

p
4
=a2 ~1.41

  故下一個無線電波轉譯的數字為 1.41
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類題類題
 

某高中天文社成員欲觀測月球亮面的比例，從某日開始每隔兩個夜晚在同一時間拍攝

月球照片，並計算月球亮面比例，他們的觀測資料如下表所示： 
開始觀 
察後的  

x 日
0 日 2 日 4 日 6 日 8 日 10 日 12 日 14 日 16 日 18 日 20 日 22 日 24 日 26 日 28 日 30 日

月球亮

面比例

（％）

42 24 10 2 0 8 23 43 66 85 97 100 92 97 60 41

假設用正弦函數 y=a sin﹝b（x-h）﹞+k（其中 a，b 為正數，0<h<30）來描述這筆觀測
資料，且滿足下面兩條件：

1 資料點（22c1）和（8c0）落在圖形上。
2 資料點（22c1）和（8c0）依次為圖形相鄰的最高點與最低點。
則：

1 此圖形的週期為下列何者？（單選）

　 A 14 B 28 C 16 D 32 E 30
2 求序組（acbchck）=？ 〔興大附中〕 素養題

解 1 週期為 2×（22-8）=28，故選B

 2 週期為 
1
b
×2p=28 ⇒ b=

p
14

  振幅為 a=
1
2
（1-0）=

1
2
，基準為 k=

1
2
（1+0）=

1
2

  將（22c1）代入得 1=
1
2

 sin 
p
14
（22-h）+

1
2

 ⇒ sin 
p
14
（22-h）=1

  所以 
p
14
（22-h）=

p
2
，解得 h=15

  故序組（acbchck）=（1
2
c

p
14
c15c

1
2）
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某動物園貓熊館打造一個圓形摩天輪，當摩天輪開始運轉時，在摩天輪的圓仔恰坐在

離地最近的位置上，x 分鐘後，圓仔離地的高度 y（單位：公尺）可表為 

y=5 sin （ 2p
25

 x-
p
2）+6，試問：

1 摩天輪轉一圈需　　　　分鐘。

2 圓仔離地最高的高度為　　　　公尺。

解
1 轉一圈的時間週期為 

2p
2p
25

=25（分鐘）

 2 由於 sin （2p
25

 x-
p
2）N1

  所以圓仔離地最高的高度為 y 的最大值，即為 5*1+6=11（公尺）

類題類題

已知電流強度 I（單位：安培）與時間 t（單位：秒）的關係可表為 I=10 sin （100pt+
p
6）。

當 t=
1

40
 秒時，電流強度 I 為　　　　安培。 〔新北高中〕

解
當 t=

1
40

 秒時，代入得

 I=10 sin （100p*
1

40
+

p
6）=10 sin （5p

2
+

p
6）=10 sin 

8p
3

� �=10 sin 
2p
3
=10*

a3
2
=5a3 （安培）


