
二次函數的
最大值或最小值

1-2

二次函數圖形與
坐標平面

2

二次函數的最大值、
最小值與頂點的關係

1



搭配頁碼 P.34

已知二次函數 y＝x2－1，試回答下列各題：

(1) 找出下表中各 x 值所對應的函數值 y。

(2) 此二次函數圖形的頂點坐標為 。

(3) 此二次函數圖形的開口 □向上 □向下

(4) 此二次函數圖形的頂點為圖形的

□最高點 □最低點

x －3 －2 －1 －0.1 0 0.1 1 2 3

y 8 3 0 －0.99 －1 －0.99 0 3 8 





( 0 ,－1 )



搭配頁碼 P.34

二次函數的最大值、最小值與頂點
的關係

上一節中，我們學過二次函數的圖形為開口
向上或向下的拋物線。我們可以利用圖形的
開口，來判斷頂點是最高點或最低點，進而
得知函數
的最大值
與最小值。

1



搭配頁碼 P.35

例如：
❶二次函數 y＝x2＋4 

的圖形如右，可以
發現：
(1) 圖形開口向上。
(2) 頂點 ( 0 , 4 ) 為
最低點。

(3) 最小值為 4。

無論 x 的值為何，x2 ≥ 0，x2＋4 ≥ 4 

當 x＝0 時，y＝x2＋4 有最小值為 4，
由此亦可知 ( 0 , 4 ) 為此函數圖形的最低點。



搭配頁碼 P.35

❷二次函數 y＝－x2＋3

的圖形如右，可以發
現：
(1) 圖形開口向下。
(2) 頂點 ( 0 , 3 ) 為
最高點。

(3) 最大值為3。

無論 x 的值為何，x2 ≥ 0，－x2 ≤ 0，－x2＋3 ≤ 3，
當 x＝0 時，y＝－x2＋3 有最大值為 3，
由此亦可知 ( 0 , 3 ) 為此函數圖形的最高點。



搭配頁碼 P.35

因此，我們可以經由二次函數圖形的開口與

頂點來判斷最大值或最小值：

❶當圖形開口向上，其頂點為最低點，

它的 y 坐標即為此函數的最小值。

❷當圖形開口向下，其頂點為最高點，

它的 y 坐標即為此函數的最大值。



搭配頁碼 P.

已知二次函數 y＝－ ( x＋1 )2 的圖形，則：
(1) 此圖形的最高點坐標為何？

由圖形判斷最大值或最小值 ( I )1

且頂點為圖形的
最高點，

(1) y＝－( x＋1 )2

的圖形為開口向
下的拋物線，

36

故最高點坐標為
(－1 , 0 )。



搭配頁碼 P.

已知二次函數 y＝－ ( x＋1 )2 的圖形，則：
(2) 當 x 為多少時，y 有最大值？並求此最
大值。

由圖形判斷最大值或最小值 ( I )1

二次函數

y＝－( x＋1 )2

有最大值 y＝0。

(2) 當 x＝－1 時，

36



搭配頁碼 P.36

已知二次函數 y＝2 ( x－4 )2 的圖形，則：
(1) 此圖形的最低點坐標為何？

且頂點為圖形的最低點，

y＝2 ( x－4 )2 的圖形為
開口向上的拋物線，

故最低點坐標為 ( 4 , 0 )。

(2) 當 x 為多少時，y 有最小值？並求此最小
值。

有最小值 y＝0。

當 x＝4 時，二次函數 y＝2 ( x－4 )2

x

y

O



搭配頁碼 P.

已知二次函數 y＝3 ( x－1 )2＋4 的圖形，則：
(1) 此圖形的最低點坐標為何？

由圖形判斷最大值或最小值 ( II )2

且頂點為圖形的
最低點，

(1) y＝3 ( x－1 )2＋4 

的圖形為開口向
上的拋物線，

37

故最低點坐標為
( 1 , 4 )。



搭配頁碼 P.

已知二次函數 y＝3 ( x－1 )2＋4 的圖形，則：
(2) 此二次函數有最大值或最小值？並求此值。

由圖形判斷最大值或最小值 ( II )2

除最低點外，

圖形皆在直線
y＝4 的上方，

(2) 此二次函數的圖形
開口向上，

37

因此函數有最小值，

其值為最低點的
y 坐標＝4。

y＝4 



搭配頁碼 P.37

已知二次函數 y＝－5x2－6 的圖形，則此二次函數
有最大值或最小值？並求此值。

y＝－5x2－6 的圖形為開口向下的拋物線

最高點坐標為 ( 0 ,－6 )

因此函數有最大值

為最高點的
y 坐標＝－6 y＝－6

( 0 ,－6 )
x

y



搭配頁碼 P.37

二次函數的最大值或最小值與

頂點的關係
二次函數 y＝a ( x－h )2＋k，

(1) 當 a＞0 時，圖形的開口向上，

其頂點 ( h , k ) 為最低點，

即在 x＝h 時，y 有最小值 k。

(2) 當 a＜0 時，圖形的開口向下，

其頂點 ( h , k ) 為最高點，

即在 x＝h 時，y 有最大值 k。



搭配頁碼 P.

下列二次函數在 x 為多少時，y 有最大值或
最小值？並求出此值。
(1) y＝－3x2－7

求二次函數的最大值或最小值3
38

其頂點 ( 0 ,－7 ) 為最高點，

因此當 x＝0 時，

(1) y＝－3x2－7 的圖形

為開口向下的拋物線，

y 有最大值＝－7。



搭配頁碼 P.

下列二次函數在 x 為多少時，y 有最大值或
最小值？並求出此值。
(2) y＝( 9－x )2－17 

求二次函數的最大值或最小值3
38

其頂點 ( 9 ,－17 ) 為最低點，

因此當 x＝9 時，

(2) y＝( 9－x )2－17

＝( x－9 )2－17 的圖形
為開口向上的拋物線，

y 有最小值＝－17。



搭配頁碼 P.

(3) y＝－
1
2

( x＋
4
3

)2＋
8
5
的圖形

為開口向下的拋物線，

下列二次函數在 x 為多少時，y 有最大值或
最小值？並求出此值。

(3) y＝－
1
2

( x＋
4
3

)2＋
8
5

求二次函數的最大值或最小值3
38

其頂點 (－
4
3

, 
8
5

) 為最高點，

因此當 x＝－
4
3
時，

y 有最大值＝
8
5
。



搭配頁碼 P.38

下列二次函數在 x 為多少時，y 有最大值或
最小值？並求出此值。
(1) y＝2x2＋3 (2) y＝( 1＋x )2－12

圖形開口向上，

頂點為 ( 0 , 3 )，

當 x＝0 時，

y 有最小值＝3。

圖形開口向上，

頂點為 (－1 ,－12 )，

當 x＝－1 時，

y 有最小值＝－12。



搭配頁碼 P.38

下列二次函數在 x 為多少時，y 有最大值或
最小值？並求出此值。

(3) y＝－
1
3

( x－
1
4

)2＋
1
5

圖形開口向下

頂點為 ( 
1
4

, 
1
5

)，

當 x＝
1
4
時，

y 有最大值＝
1
5
。



搭配頁碼 P.39

二次函數圖形與坐標平面2

二次函數圖形與 y 軸的交點



搭配頁碼 P.39

由於二次函數的圖形會往

左方與右方一直延伸，

所以無論開口向上或向下，

其圖形與 y 軸 ( x＝0 )都

會有一個交點，

而 y 軸上所有點的 x 坐標皆為 0，

故只要將 x＝0 代入二次函數，

即可求得交點的 y 坐標。



搭配頁碼 P.

求下列二次函數圖形與 y 軸的交點坐標：
(1) y＝3 ( x－2 )2＋1

二次函數圖形與 y 軸的交點4
40

(1) 如右圖，

可得到 y＝3 (－2 )2＋1

＝12＋1＝13

此函數圖形與 y 軸的
交點為 ( 0 , 13 )

將 x＝0 代入
y＝3 ( x－2 )2＋1

(0,13)



搭配頁碼 P.

求下列二次函數圖形與 y 軸的交點坐標：
(2) y＝2x2＋7x－5

二次函數圖形與 y 軸的交點4
40

(2) 將 x＝0 代入 y＝2x2＋7x－5，

可得到 y＝－5，

此函數圖形與 y 軸的交點為 ( 0 ,－5 )。



搭配頁碼 P.40

求下列二次函數圖形與 y 軸的交點坐標：
(1) y＝－( x－1 )2＋5

(2) y＝8x2＋9x－17

將 x＝0 代入得 y＝－( 0 －1 )2＋5＝4，

故交點坐標為 ( 0 , 4 )。

將 x＝0 代入得 y＝8×02＋9×0－17＝－17

故交點坐標為 ( 0 , －17 )。



搭配頁碼 P.40

二次函數圖形與 x 軸的交點個數

要如何尋找二次函數圖形與 x 軸的交點個數呢？

可以透過觀察圖形在坐標平面上的狀況來得知。



搭配頁碼 P.

(1) 此時圖形的對稱軸為
____________ ，
與 x 軸的交點個數為
_______ 個。

41

二次函數圖形與 x 軸的交點

剪下附件㈣中 y＝x2 圖形的
透明片，將透明片的頂點與
右圖坐標平面上的原點對
齊，開口方向朝上：

y 軸 ( x＝0 )

1



搭配頁碼 P.41

二次函數圖形與 x 軸的交點

剪下附件㈣中 y＝x2 圖形的
透明片，將透明片的頂點與
右圖坐標平面上的原點對
齊，開口方向朝上：

(2) 將透明片向右平移 3 單
位，此時圖形的對稱軸
為 ________ ，與 x 軸
的交點個數為 _____ 個，
會與下列哪個函數的圖形完全疊合？
□ y＝( x＋3 )2 □ y＝( x－3 )2

1

x＝3





搭配頁碼 P.41

二次函數圖形與 x 軸的交點

剪下附件㈣中 y＝x2 圖形的
透明片，將透明片的頂點與
右圖坐標平面上的原點對
齊，開口方向朝上：

(3) 將透明片恢復至 (1) 時的
狀態，再將透明片向下平
移 2 單位，此時圖形的對
稱軸為 ___________，
與 x 軸的交點個數為 ______ 個，
會與下列哪個函數的圖形完全疊合？
□ y＝x2＋2 □ y＝x2－2

2

y 軸 ( x＝0 )





搭配頁碼 P.41

二次函數圖形與 x 軸的交點

剪下附件㈣中 y＝x2 圖形的
透明片，將透明片的頂點與
右圖坐標平面上的原點對
齊，開口方向朝上：
(4) 將透明片恢復至 (1) 時的狀

態，再將透明片向左平移 4 

單位、向上平移 5 單位，此
時圖形的對稱軸為________，
與 x 軸的交點個數為 ______ 個，會與下列哪個函數
的圖形完全疊合？
□ y＝( x＋4 )2＋5 □ y＝( x＋4 )2－5

□ y＝( x－4 )2＋5 □ y＝( x－4 )2－5

0

x＝－4





搭配頁碼 P.

由探索活動可知：

二次函數圖形與 x 軸可能會有

兩個交點、

一個交點

或者沒有交點。

41



搭配頁碼 P.

只要知道二次函數圖形的頂點位置及開口方
向，就能夠知道圖形與 x 軸的交點個數，我
們將各種情況對照整理如下：

42

二次函數圖形與 x 軸的交點個數

兩個交點 一個交點 沒有交點



搭配頁碼 P.

求二次函數 y＝ ( x＋1 )2 的圖形與 x 軸的交
點個數。

二次函數圖形與 x 軸的相交情形 ( I )5
42

頂點坐標為 (－1 , 0 )，

此函數圖形與 x 軸有一個交
點。

二次函數 y＝( x＋1 )2 的圖形
開口向上，



搭配頁碼 P.42

求二次函數 y＝ ( x－5 )2 的圖形與 x 軸的交
點個數。

二次函數 y＝( x－5 )2

的圖形開口向上，

頂點坐標為 ( 5 , 0 )，

此函數圖形與 x 軸
有一個交點。

y

x
O ( 5 , 0 )



搭配頁碼 P.

求下列二次函數圖形與 y 軸的交點個數：
(1) y＝－( x－3 )2＋4

二次函數圖形與 x 軸的相交情形 ( II )6
43

頂點坐標為 ( 3 , 4 )，

(1) 二次函數 y＝－( x－3 )2＋4

的圖形開口向下，

此函數圖形與 x 軸
有兩個交點。



搭配頁碼 P.

求下列二次函數圖形與 x 軸的交點個數：
(2) y＝x2＋2

二次函數圖形與 x 軸的相交情形 ( II )6
43

頂點坐標為 ( 0 , 2 )，

(2) 二次函數 y＝x2＋2

的圖形開口向上，

此函數圖形與 x 軸
沒有交點。



搭配頁碼 P.43

求下列二次函數圖形與 x 軸的交點個數：
(1) y＝( x－2 )2＋25

二次函數 y＝( x－2 )2＋25

的圖形開口向上，

頂點坐標為 ( 2 , 25 )，

此函數圖形與 x 軸
沒有交點。

y

x
O

( 2 , 25 )



搭配頁碼 P.43

求下列二次函數圖形與 x 軸的交點個數：
(2) y＝－x2＋5

二次函數 y＝－x2＋5

的圖形開口向下，

頂點坐標為 ( 0 , 5 )，

此函數圖形與 x 軸
有兩個交點。

y

x
O

( 0 , 5 )



搭配頁碼 P.44

1-2

二次函數 y = a ( x－h )2＋k 的
最大值或最小值

1

y＝a (x－h)2＋k 開口
頂點

( h , k ) 

最大值或
最小值

簡圖

a＞0 向上 最低點
x＝h 時，

y 有最小值 k 

a＜0 向下 最高點
x＝h 時，

y 有最大值 k 



搭配頁碼 P.44

1-2

二次函數圖形與兩軸的交點個數2

(1) 二次函數 y＝ax2＋bx＋c 的圖形與 y 軸
有一個交點，其坐標為 ( 0 , c )。



搭配頁碼 P.44

1-2

二次函數圖形與兩軸的交點個數2

(2) 二次函數圖形與 x 軸相交的情況：

兩個交點 一個交點 沒有交點



搭配頁碼 P.

若右圖為二次函數 y＝a ( x－h )2＋k 的圖
形，則下列敘述何者正確？
(A) a＞0，函數有最大值 k

(B) a＞0，函數有最小值 k

(C) a＜0，函數有最大值 k

(D) a＜0，函數有最小值 k

答：______。

45

1-2

1

由圖形可知開口向上，

(B)

故 a＞0，函數有最小值 k。



搭配頁碼 P.

求下列二次函數的最大值或最小值：
(1) y＝3x2＋5 (2) y＝－4 ( x＋4 )2

45

1-2

2

y 有最大值 0。

當 x＝－4 時，

y 有最小值 5。

當 x＝0 時，



搭配頁碼 P.

求下列二次函數的最大值或最小值：
(3) y＝－( x＋3 )2＋8 (4) y＝5 (－x＋2 )2－7

45

1-2

2

y 有最小值－7。

當 x＝2 時，

y 有最大值 8。

當 x＝－3 時，



搭配頁碼 P.

求下列二次函數圖形與 y 軸的交點坐標：
(1) y＝3x2＋2x－4

(2) y＝－2 ( x＋1 )2＋7

45

1-2

3

故交點坐標為 ( 0 , 5 )。

將 x＝0 代入得 y＝5，

故交點坐標為 ( 0 ,－4 )。

將 x＝0 代入得 y＝－4，



搭配頁碼 P.

求下列二次函數圖形與 x 軸的交點個數：
(1) y＝( x－9 )2

(2) y＝－2 ( x＋1 )2＋8 

46

1-2

4

二次函數 y＝－2 ( x＋1 )2＋8 

的圖形開口向下，

此函數圖形與 x 軸有兩個交點。

頂點坐標為 (－1 , 8 )，

二次函數 y＝( x－9 )2

的圖形開口向上，

此函數圖形與 x 軸有一個交點。
頂點坐標為 ( 9 , 0 )，

y

x
O ( 9 , 0 )

y

xO

(－1 , 8 )



搭配頁碼 P.46

以下是四位同學針對二次函數
y＝－2 ( x＋1 )2＋8 的對話：

因此當 x＝－1 時，

南哥：此函數圖形的頂點是 (－1 , 8 ) 。
阿一：在 x＝1 時，此函數會有最大值。
小柏：此函數的最大值是 8。
嘉嘉：此函數的最小值是－1。

試判斷誰的說法正確？並說明理由。

y＝8 為此函數的最大值。

故南哥、小柏的說法正確。

南哥、小柏的說法正確。

二次函數 y＝－2 ( x＋1 )2＋8 的圖形為開口向下的
拋物線，其頂點 (－1 , 8 ) 為最高點，

y

xO

(－1 , 8 )



搭配頁碼 P.47

舞動水噴泉
噴泉是一種利用水流所設計的造景，還可配合燈
光使其更有觀賞性。由於受到重力影響，噴泉水
柱所行經的軌跡，通常會形成一個拋物線的形狀。
嘉義市的蘭潭音樂噴泉目前是國內最大的戶外音
樂噴泉，其最高水柱可達 50 公尺，表演的過程
中，會出現近
似拋物線的水
柱，如圖(一)。

圖(一)



搭配頁碼 P.47

舞動水噴泉
今嘉嘉想要用噴泉設計一個拋物線 ( 二次函數圖
形 ) 的水拱門，並將設計圖畫在坐標平面上，如
圖(二)。若希望水拱門的最高點離地面 4 公尺，
且從噴泉的噴出處到落地處，兩者的距離也是 4 

公尺，則：

圖(二)



搭配頁碼 P.47

舞動水噴泉
❶在坐標平面上，水拱門所行經的軌跡，其二次函
數為何？
由圖(二)可知，水拱門軌跡圖形開口向下

所以頂點坐標為 ( 0 , 4 )

已知噴泉噴出處 A 到落地處 B 的距離
為 4 公尺，且兩處的坐標皆在 x 軸上

頂點在 y 軸上，且最高點離地面 4 公尺

∵圖形的對稱軸會通過頂點並垂直平
分噴出處到落地處的連線段 (AB )

∴噴出處、落地處的坐標為
( 0－2 , 0 )＝(－2 , 0 )、( 0＋2 , 0 )＝( 2 , 0 )

設水拱門所行經軌跡的二次函數為 y＝ax2＋4，a＜0

( 2 , 0 ) 代入可得 0＝4a＋4，a＝－1，故所求為 y＝－x2＋4

A B



搭配頁碼 P.47

舞動水噴泉
❷現有一位身高 1.8 公尺的人，若根據上面的坐標
平面圖，當他站在下列哪些位置時，其頭頂不會
碰到水柱？
(A) (－1.2 , 0 ) (B) (－0.4 , 0 ) (C) ( 0 , 0 )

(D) ( 0.8 , 0 ) (E) ( 1.6 , 0 ) 

各點的 x 坐標分別代入 y＝－x2＋4：

(A) y＝－1.44＋4＝2.56＞1.8；

(B) y＝－0.16＋4＝3.84＞1.8；

(C) y＝0＋4＝4＞1.8；

(D) y＝－0.64＋4＝3.36＞1.8；

(E) y＝－2.56＋4＝1.44＜1.8，

故所求為(A) (B) (C) (D) 。



搭配頁碼 P.48

翔於十月天空 揭開彈著之謎

西元 1999 年上映的電影《十月的天空》
( October Sky )，改編自真人真事，主角是美國
NASA馬歇爾太空飛行中心的科學家希坎
( Homer H . Hickam )。



搭配頁碼 P.48

翔於十月天空 揭開彈著之謎

希坎於西元 1943 出生在一個貧窮的礦工家庭，為
了能夠上大學，他和朋友努力研究製作火箭模型。



搭配頁碼 P.48

翔於十月天空 揭開彈著之謎

某次實驗後，希坎因
找不回射出的火箭，
且不久後即發生森林
大火，因而被警方指
控為大火元凶。

希坎利用學過的數學知
識，試圖算出火箭的掉
落地點。



搭配頁碼 P.49

翔於十月天空 揭開彈著之謎

經過一連串計算後，他求得火箭的高度與水
平距離的關係是一個二次函數。



搭配頁碼 P.49

翔於十月天空 揭開彈著之謎

最終希坎成功找回火箭，與森林大火位相距甚
遠，終於證明了自己的清白。



本節已結束。
請點選數學小博士→
離開投影片。



二次函數 y＝a ( x－4 )2＋6 有最小值 6，試問
下列敘述何者正確？
(A) a＜0

(B) 此函數圖形的頂點為 (－4 , 6 ) 

(C) 此函數圖形的對稱軸為 x＝4

(D) 此函數圖形的開口向下

(C)。



若下列有一圖形為二次函數 y＝2 ( x－2 )2－2 

的圖形，則此圖為何？
(A)               (B)             (C)             (D)

(A)。



配合例題 3

求下列二次函數的最大值或最小值：
(1) y＝8 ( x－5 )2＋1。

(2) y＝－0.2 ( x＋3 )2＋4。

當 x＝5 時，y 有最小值 1。

當 x＝－3 時，y 有最大值 4。



若二次函數 y＝a ( x－h )2＋k 圖形的頂點為
(－2 , 3 )，且通過 ( 5 , 2 )，則此二次函數有
最______值 ( 填大或小 ) 為______。大 3



二次函數 y＝123x2＋4567 與 y 軸的交點坐標
為何？

( 0 , 4567 )。



配合例題 4

求二次函數 y＝x2－5x－14 的圖形與 y 軸的
交點坐標。

( 0 ,－14 )。



配合探索活動

將二次函數 y＝x2 向右平移 3 單位，向下平
移 4 單位，所得的函數圖形和 x 軸有幾個交
點？此函數為何？

2 個交點，

函數為 y＝( x－3 )2－4。



配合例題 5

判斷下列二次函數圖形與 x 軸的交點個數：
(1) y＝－( x＋1 )2。

(2) y＝2 ( x－3 )2。

一個交點。

一個交點。



若二次函數 y＝( x－2 )2＋3 的圖形向右平移
1 個單位，再向下平移 3 個單位後，其圖形
跟 x 軸有幾個交點？

一個交點。



配合例題 6

判斷下列二次函數圖形與 x 軸的交點個數：
(1) y＝( x＋2 )2－3。

(2) y＝－2x2－3。

兩個交點。

沒有交點。



(1) 二次函數 y＝2 ( x－5 )2＋
5
3
的圖形向下

平移 3 個單位後，其圖形與 x 軸有幾個
交點？

(2) 承(1)，若再向上移動 k 個單位後，其圖
形與 x 軸恰有一個交點，則 k＝？

兩個交點。

4
3
。



基礎題

坐標平面上有兩直線 L、M，其方程式分別為
y＝－50、y＝－40。判斷下列哪一個二次函數
在坐標平面上的圖形與 L、M 共有 4 個交點？
(A) y＝( x－35 )2－35 

(B) y＝( x－35 )2－45 

(C) y＝－( x－45 )2－35 

(D) y＝－( x－45 )2－45 
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(C)。



如右圖，坐標平面上有一頂
點為 A 的拋物線，此拋物線
與方程式 y＝2 的圖形交於
B、C 兩點，且△ABC 為正
三角形。若 A 點坐標為
(－3 , 0 )，則此拋物線與 y 

軸的交點坐標為何？

(A) ( 0 , 
9
2

) (B) ( 0 , 
27
2

)   (C) ( 0 , 9 ) (D) ( 0 , 18 ) 
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(B)。

精熟題


