
對應課本P.

在坐標平面上，若以原點 O 為中心，將點 P(x, y ) 

依逆時針方向旋轉 θ角後得點 ，

則

旋轉矩陣

229

 ,P x y  

cos sin

sin cos

x x

y y

 

 

     
          



這類矩陣 稱為旋轉矩陣。
cos sin

sin cos

 

 

 
 
 



對應課本P.

下面是旋轉變換的一個應用。
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對應課本P.

5. 已知正三角形 OPQ 中二頂點坐標為 O(0, 0), P(4, 2)，
求頂點 Q 的坐標。

如右圖，

因為 與 都是

正三角形，

所以所求的頂點 Q 有二解，

分別計算如下。
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解：

1OPQ△ 2OPQ△



對應課本P.

5. 已知正三角形 OPQ 中二頂點坐標為 O(0, 0), P(4, 2)，
求頂點 Q 的坐標。
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解：

cos60 sin 60 4

sin 60 cos60 2

     
       

1 3

42 2

23 1

2 2

 
   

   
  

  

2 3

1 2 3

 
  

  

得 Q1 的坐標為 。 2 3,1 2 3 

以 O 為中心，將 P 點逆時針旋轉 60° 後得 Q1 點。

利用旋轉矩陣，計算



對應課本P.

5. 已知正三角形 OPQ 中二頂點坐標為 O(0, 0), P(4, 2)，
求頂點 Q 的坐標。

以 O 為中心，將 P 點順時針旋轉 60° 後得 Q2 點。

利用旋轉矩陣，計算
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解：

得 Q2 的坐標為 。

   

   

4cos 60 sin 60

2sin 60 cos 60

       
         

2 3

1 2 3

 
  

  

 2 3,1 2 3 

1 3

42 2

23 1

2 2

 
   
   

  
  



對應課本P.

5. 已知正三角形 OPQ 中二頂點坐標為 O(0, 0), P(4, 2)，
求頂點 Q 的坐標。

綜合與所得，

頂點 Q 的坐標為 或

。
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解：

 2 3,1 2 3 

 2 3,1 2 3 



對應課本P.

如右圖，已知中心為原點 O 的正八邊形
之一個頂點為 A(4, 2)，求此正八邊形的
另二個頂點 B 與 C 的坐標。（小提醒：
直線 BC 不垂直 x 軸）

(1) 以 O 為中心，將 A 點逆時針旋轉 45後得 B 點。
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解：

利用旋轉的矩陣表示，計算

得 B 的坐標為 。

cos45 sin 45 4

sin 45 cos45 2

     
       

 2, 3 2

2

3 2

 
  
  

2 2

42 2

22 2

2 2

 
   

   
   
 
 



對應課本P.

如右圖，已知中心為原點 O 的正八邊形
之一個頂點為 A(4, 2)，求此正八邊形的
另二個頂點 B 與 C 的坐標。（小提醒：
直線 BC 不垂直 x 軸）

(2) 以 O 為中心，將 A 點順時針旋轉 90後得 C 點。

230

解：

利用旋轉的矩陣表示，計算

得 C 的坐標為 。

   

   

4cos 90 sin 90

2sin 90 cos 90

       
         

 2, 4

0 1 4 2

1 0 2 4

     
            



對應課本P.

來做一題結合伸縮與旋轉的線性變換。
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對應課本P.

6. 在坐標平面上，O(0, 0) , P(5, 2)，且 Q 點在第一象限。
已知 為等腰直角三角形且 ，求 Q 的
坐標。

如右圖，分二步驟計算如下。
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OPQ△

解：

90P  

以O 為中心，

將 P 點逆時針旋轉 45° 後得 點，

而且 落在 上

（因為 ）。

利用旋轉矩陣，計算

P

P OQ

45POQ  

cos45 sin 45 5

sin 45 cos45 2

     
       

2 2

52 2

22 2

2 2

 
   

   
  

  

3 2

2

7 2

2

 
 
 
 
  



對應課本P.

沿著 y 軸方向伸縮 倍後得 Q 點；

6. 在坐標平面上，O(0, 0) , P(5, 2)，且 Q 點在第一象限。
已知 為等腰直角三角形且 ，求 Q 的
坐標。

231

OPQ△

解：

90P  

因為 ，

所以以 O 為中心，

將 點沿著 x 軸方向伸縮 倍，P

2 2OQ OP OP 

3 2

2 0 32

70 2 7 2

2

 
    
     
     
  得 Q 的坐標為 (3, 7)。

2

2

得 的坐標為 。P
3 2 7 2

,
2 2

 
 
 

利用伸縮矩陣，計算



對應課本P.

在坐標平面上，O(0, 0), P(2, 3)，
且 Q 與 R 兩點都在第一象限。
設 OPQR 為矩形且 。
(1) 求 R 的坐標。
(2) 求 Q 的坐標。

(1) 分二步驟計算 R 的坐標如下：
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: 1: 3OP OR 

解：

以O為中心，將 P 點逆時針

旋轉 90後得 點，

而且 落在 上

( 因為 )，

利用旋轉矩陣，計算

P

P

OR

90POR  



對應課本P.

在坐標平面上，O(0, 0), P(2, 3)，
且 Q 與 R 兩點都在第一象限。
設 OPQR 為矩形且 。
(1) 求 R 的坐標。
(2) 求 Q 的坐標。
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: 1: 3OP OR 

解：

得 的坐標為 (3, 2)。

cos90 sin90 2

sin90 cos90 3

     
        

P

0 1 2 3

1 0 3 2

     
           



對應課本P.

在坐標平面上，O(0, 0), P(2, 3)，
且 Q 與 R 兩點都在第一象限。
設 OPQR 為矩形且 。
(1) 求 R 的坐標。
(2) 求 Q 的坐標。
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: 1: 3OP OR 

解：

因為 ，所以以 O 為中心，

將 點沿著 x 軸方向伸縮 3 倍，

沿著 y 軸方向伸縮3倍後得R點，

利用伸縮矩陣，

P

3 3OR OP OP 

計算 ，
3 0 3 9

0 3 2 6
     


          

得 R 的坐標為 (9, 6)。



對應課本P.

在坐標平面上，O(0, 0), P(2, 3)，
且 Q 與 R 兩點都在第一象限。
設 OPQR 為矩形且 。
(1) 求 R 的坐標。
(2) 求 Q 的坐標。
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: 1: 3OP OR 

解：

(2) 設 Q 的坐標為 (a, b)。

因為 ，

即 ，

所以 。

故 Q 的坐標為 (11, 3)。

PQ OR

    2, 3 9, 6a b   

11, 3a b 



對應課本P.

（三）鏡射
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下圖是常見的城市倒影照片，

使用的影像編輯手法即為鏡射。

接下來說明坐標平面上的鏡射。



對應課本P.

在坐標平面上，直線 L 是過原點且斜角為 θ的直線。

若點 P(x, y) 對於直線 L 的對稱點為 ，

如圖(a)所示，則 該如何求呢？
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,( )P x y  

,x y 



對應課本P.

在圖(b)，設 為 與 x 軸正向的夾角。

首先，

將點 P(x , y) 對於 x 軸作對稱，得對稱點 。
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OP

 ,Q x y

其次，因為 ，

且 ，

所以， 以原點 O 為中心，

將 Q(x, y) 點依逆時針方向

旋轉 2θ後可得點 。

OQ OP OP 

  2QOP          

,( )P x y  



對應課本P.

最後，利用旋轉矩陣，得
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cos2 sin 2

sin 2 cos2

x x

y y

 

 

      
           

   

   

cos2 sin 2

sin 2 cos2

x y

x y

 

 

 
  

  

cos2 sin 2

sin 2 cos2

x

y

 

 

   
       

我們將以上這種變換稱為對直線 L 的鏡射，

並將結果整理如下。


