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	 正整數指數與指數律

對於實數  a 和正整數  n，我們以記號 a
n
來表示  a 自乘  n 次的乘積，即

a aa a
n

g=
Gn 個

，

並將 a
n
讀作「a 的  n 次方」，其中  a 稱為底數，n 稱為指數。習慣上，也將 a

2
讀

作  a 的平方， a
3
讀作  a 的立方。

當  a,  b 是實數，m,  n 是正整數時，利用乘法的交換律與結合律可得：

1 a a aa a aa a aa a a
m n m n

g g g= = =
+^ ^h h

6 7 84444 4444 6 7 84444 4444 Gm 個 n 個 m n+^ h個
。

甲

國中學過形如 5
3
、 2

0
的指數，以及

科學記號中10
2-
的符號，這些都是次方為

整數的指數。此外，還有次方為有理數或
實數的數字，例如動物學家研究發現，許

多哺乳動物的壽命與其體重的
4

1
次方成正

比，且基礎代謝率與其體重的
4

3
次方成正

比。其中的
4

1
次方、

4

3
次方是什麼意思

呢？
本單元先複習國中學過的指數，進而

延伸到有理數與實數的指數。

▲ 圖1
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2 a a a a aa a aa a aa a aa a am
n m m m mn

g g g g g g= = = =_ ^ ^ ^i h h h
6 7 844444 44444

6 7 844444444444444 44444444444444
6 7 84444 4444 6 7 84444 4444 6 7 84444 4444 Gn 個

n 個

m 個 m 個 m 個 mn個
。

3 a b aa a bb b ab ab ab ab
n n n

g g g= = =^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h
6 7 84444 4444 6 7 84444 4444 6 7 844444444 44444444n 個 n 個 n 個

。

我們稱這些指數的運算性質為指數律，整理如下。

設  a,  b 為實數，且  m,  n 為正整數，則

1  a a a
m n m n=

+
。　　　　2  a a

m n mn=_ i 。　　　　3  a b ab
n n n
= ^ h 。

正整數指數的指數律

利用正整數指數的指數律來練習一道例題。

利用指數律完成下列填空：

1  3 3 3
4 5
#- - = -

d^ ^ ^h h h 。　2  2 2
4 20
=

d_ i 。　3  2 3
10 5 5# d- =^ h 。

利用指數律求下列各式的值：

1  2 2
3 5# 。　　　　2  1

2
3

-a^ h k 。　　　　3  5 2
3 3#-^ h 。

解

例題 1

隨堂練習

1 2 2 2 2 256
3 5 3 5 8# = = =

+
。

2 1 1 1 1
2
3 2 3 6

- = - = - =
#a^ ^ ^h k h h 。

3 5 2 5 2 10 1000
3 3 3 3
# #- = - = - =-^ _^ ^h h i h 。
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我們可以使用計算機，更快速地求指數的值。以 8
6
為

例，只要依序按下

如圖  2，就可以得到 8
6
的值。

來做一題正整數指數的應用問題。

將一張厚度為  0.01  公分足夠大的紙，一直對摺。問：

1 對摺  10  次後厚度為幾公分？

2 在理想的情況下，要摺幾次它的厚度會超過地球到月球的距離  384400  

公里呢？

解

例題 2

1 每對摺一次，紙張厚度加倍。若對摺  n 次，則紙張厚度為

.0 01 2
n# 公分。

	 將 n 10= 代入上式，得

. . .0 01 2 0 01 1024 10 24
10# #= = 。

	 故對摺  10  次後厚度為  10.24  公分。

2 分別用不同的  n 代入 .0 01 2
n# ，利用計算機求近似值並列表如下。

n 10 20 30

紙張厚度 10.24公分 105公尺 107公里

n 40 41 42

紙張厚度 109951公里 219902公里 439805公里

	 由上表可知：當對摺  42  次時，紙張的厚度就會超過地球到月球距離

了。

▲ 圖2
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在理想的情況下，將一張厚度為  0.01  公分足夠大的紙，一直對摺。問：

對摺  25  次後，紙張厚度最接近下列哪一個選項？

1  臺北  101  高度約  509  公尺 2  七星山高度約  1120  公尺　

3  玉山高度約  3952  公尺 4  聖母峰高度約  8844  公尺。

隨堂練習

實際的情況紙張是無法無限次的對摺下去，目前金氏世界紀錄為  13  次，是由

美國 麻州聖馬可中學的師生所保持。

前面討論的指數都只限於正整數，接下來將逐步把指數的範圍由正整數推廣至

整數、有理數與實數，例如10
0
, 10

1-
, 5 2
1

, 3
2
, ⋯等，同時希望指數律仍然成立。

	 整數指數與指數律
在國中時期曾經學過以科學記號表示正數，例如：

. .0 0345 3 45 10
2#=
-
,  . .0 00345 3 45 10

3#=
-
，

其中 .10 0 01
100

12 = =
-

,  .10 0 001
1000

13 = =
-

。這些形如 10
n
的數，指數每增加  

1，其值就變成原來的  10  倍；相反的，指數每減少  1，其值就變成原來的
10

1
倍。

依照這樣的規律有如下圖  3  的對應關係。

100
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1
1 10 100

10 10 10 10 10
2 1 0 1 2
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< < < < <
- -
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1
#

10# 10# 10# 10#

10

1
#

10

1
#

10

1
#

▲ 圖3

乙
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一般而言，對零指數和負整數指數定義如下：

設  a 是不為零的實數，且  n 為正整數，定義

1  a 1
0 = 。　　　　2  a

a

1n

n
=

-
。

整數指數的定義

整數指數是否仍滿足指數律呢？我們先檢驗指數均為負整數的情形：設  a,  b 

是不為零的實數，且  m,  n 均為正整數，則

1 a a
a a a a a

a
1 1 1 1m n

m n m n m n

m n
:= = = =

- -

+

- +^ h
。

2 a
a

a a a

a a
1

1

1

1

1

1

1m n

m

n

m

n

m
n mn

mn m n= = = = = =
- -

-

- -_ f
f _

^ ^i p
p i

h h
。

3 a b
a b a b ab

ab
1 1 1 1n n

n n n n n

n
:= = = =

- - -_ _
^

^i i
h

h 。

同學可以自行檢驗指數不全為負整數的情形。事實上，當指數是整數指數時，

指數律仍然是成立的，因此，可以把國中學過的正整數指數律推廣到整數指數律。

設  a,  b 是不為零的實數，且  m,  n 為整數，則

1  a a a
m n m n=

+
。　　　　2  a a

m n mn
=_ i 。　　　　3  a b ab

n n n
= ^ h 。

整數指數的指數律

練習一道整數指數定義的例題。
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求下列各式的值：

1  

3 r+

1

107 2 0_ i
。　　　　2  

2

2
3

1

-

-

。

求下列各式的值：

1  64r +25 10 0_ i 。　　　　2  

3

3
7

5

。

解

例題 3

隨堂練習

1 64r + 1
25 10 0

=_ i 。

2 
3

3
3 3 3 3

3

1

9

1
7

5
5 7 5 7 2

2
#= = = = =

- + - -^ h
。

由例題  3  2  的方法，可得當  a 為非零實數，且  m,  n 為正整數時，

a

a
a

n

m
m n=
-
。

而當  m,  n 為整數時，因為 a a a a
m n n m n n m= =
- - +^ h

，所以上式亦成立。
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再來看一道利用整數指數的指數律的例題。

利用指數律完成下列填空：

1  

3

1
3 3

5

8# = d-e o 。　　2  2
2

15
15

=
d_ ei o 。　　3  2 3

10 5 5# d=
- - -

。

利用指數律求下列各式的值：

1  5 5
3 4
#- -

-^ ^h h 。　　　　2  4
1 2- -_ i 。　　　　3  21

7

12

2

#
-

-

e o 。

解

例題 4

隨堂練習

1 5 5 5 5
5

13 4 3 4 1
#- - = - = - =-

- + - -^ ^ ^ ^^h h h hh
。

2 4 4 4 16
1 2 1 2 2= = =

#- - - -_ ^ ^i h h
。

3 21
7

1
21

7

1
3

9

12

2 2
2

# #= = =
-

- -
-e e ^o o h 。
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接著來看一道與乘法公式結合的例題。

已知 a 02 且 a a 2
1- =
-

，求下列各式的值：

1  a a
2 2+

-
。　　　　2  a a

4 4+
-
。

已知 a 02 且 a a 3
1+ =
-

，求下列各式的值：

1  a a
2 2+

-
。　　　　2  a a

3 3+
-
。

解

例題 5

隨堂練習

1 將 a a 3
1+ =
-

兩邊平方，得

a a+ 3
1 2 2=
-_ i ，

	 展開得

a aa a2 9
2 1 2+ + =

- -
，

	 即 a a 9 2 7
2 2+ = - =

-
。

2 將 a a 3
1+ =
-

兩邊三次方，得

a a+ 3
1 3 3=
-_ i ，

	 展開得

a a a aa a3 3 27
3 2 1 2 3+ + + =

- - -
，

	 即 a a+a a 27 3 27 3 3 18
3 3 1

#+ = - = - =
- -_ i 。



指數

56

以下的例題是生活中跟整數指數有關的應用問題，其中提到的照度是每單位

面積接收到光源亮度的量，單位是勒克斯，照度的大小除了取決於光源的強度之

外，也與被照明物和光源之間的距離有關。

承例題  6，已知可將此檯燈調高至  0.8  公尺，求調整後的照度 E
1
是原先的

照度 E
2
之幾倍？

設某檯燈與被照明物的距離為  d  公尺時，

被照明物表面的照度為  E 勒克斯，且  E 與  d 

的關係式為

E d300
2=
-
。

已知此檯燈高度為  0 .4  公尺，求放置於桌

面上時，檯燈正下方的照度  E 的值。

解

例題 6

隨堂練習

將 .d 0 4= 代入 E d300
2=
-
，得

.E 300 0 4 300
5

2
300

4

25
1875

2

2

# # #= = = =
-

-

e o （勒克斯）。

d公尺

由隨堂練習可發現：當光源的距離變為原先的  2  倍時，照度變為原先的
4

1
。

事實上，照度會與光源距離的平方呈反比的關係。
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	 有理數指數與指數律
若某細菌的數量每過  1  小時會變為原來的  2  倍，則  

2  小時、3  小時後，其數量分別會變為原來的 2
2、 2

3

倍。依此數學模型，經過
3

1
小時（20  分鐘）後，細菌

的數量可記為原來的 2 3
1

倍。在符合指數律的前提下，

要怎麼定義2 3
1

呢？

首先，國中學過 5! 的平方都是  5，但只有 x 5= 是唯一滿足 x 5
2
= 的正

數。事實上，當 a 0> 且  n 為正整數時，都恰有一個正數  x 會滿足 x a
n = ，我們將

此正數以符號 an 表示，稱為  a 的正  n  次方根。例如：

符號 23 代表滿足 x 2
3 = 的（唯一）正數，

即 2 23
3
=` j 。因此可知 a 0>n 且 a an

n
=_ i 。

接著，如果指數律 a am
n mn
=_ i 在 m

n

1
= 時成立，那要怎麼定義有理數指數

呢？以2 3
1

為例：因為此時 2 2 2
3

3

1
3

3

1

= =
#c m ，所以2 3

1

是滿足 x 2
3 = 的正數，即

2 233

1

= 。

因此，我們規定

a an n
1

= 且 aa an

m

n

m
n

m
1

= =c _m i 。

最 後 ， 又 因 為 a aa a
n

n
mn

n
n m

n
m m
= = =b _ b__ l i i li ， 所 以 an

m_ i 是 滿 足

x a
n m= 的正數，即

a a
nn

m m
=_ i 。

丙

▲ 圖4

起始

1小時 2倍

22倍

23倍

2小時

3小時
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將以上內容整理如下。

設  a 為正實數，且  n 為正整數，m 為整數，定義

1  
na an

1

= 。　　　　2  n n
a a an

m
m m= =_ i 。

有理數指數的定義

利用有理數指數的定義來做一道例題。

1 以根式表示 7 3
2

與 7
.0 2
。

2 已知  r 為有理數，且 3
3

1r = ，求  r 的值。

以根式表示下列各數：

1  3 2
1

。　　　　2  2
.1 5
。　　　　3  5 3

2
-
。

解

例題 7

隨堂練習

1 3 32

1

= 。

2 2 2 2 2 2
.1 5

2

3
3

= = = 。

3 5 5
5

1

5

5

5

5
3

2
23

2

3

3

3
3

= = = =
- -

。
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有理數指數也會滿足指數律。

設  a,  b 為正實數，且  p,  q 都是有理數，則

1  a a a
p q p q=

+
。　　　　2  a a

p q pq=_ i 。　　　　3  a b ab
p p p
= ^ h 。

有理數指數的指數律

利用有理數指數的指數律來練習一道例題。

利用指數律，求下列各式的值：

1  
5
7
3 3

10

a k 。　　　　2  5
5

16
4

1 4

1

# e o 。

利用指數律，求下列各式的值：

1  
3
2
5 5

12

a k 。　　　　2  7
7

4
2

3 2

3

# e o 。

解

例題 8

隨堂練習

1 2
3
2 2 2 165 5

12

3

5
5

12

3

5

5

12
4

= = = =
#a bk l 。

2 7
7

4
7
7

4
4 4 82

3 2

3

2

3

2

3
3

# #= = = =e e ^ `o o h j 。
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接著練習一道與乘法公式結合的例題。

已知 a 02 且 a a 32

1

2

1

+ =
-

，求 a a4

1

4

1

+
-
的值。

已知 a 02 且 a a 4
1+ =
-

，求 a a2

1

2

1

+
-
的值。

解

例題 9

隨堂練習

因為

a a a a+ a a2 4 2 62

1

2

1 2

2

1

2

1
1= + + = + =

- - -b b bl l l ，

且 a a 02

1

2

1

2+
-

，所以 a a 62

1

2

1

+ =
-

。

我們也可以使用計算機來求有理數指數的值。

以 7 6
1

為例，只要依序按下

如圖  5  所示，就可以得到 7 6
1

的近似值。

▲ 圖5
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來做一道與引言相關的應用問題。

生物學家克萊柏發現多數哺乳動物（例如老鼠、貓、牛等）的基礎代謝

率  B（千卡/天）與其體重  M（公斤）會滿足關係式

B kM 4

3

= ，

其中  k 為大於  0  的常數。設老鼠的基礎代謝率為  b（千卡/天），體重為  m

（公斤）。以下是克萊柏定律常見的釋例，試回答下列問題：

1 設一隻貓的體重約為一隻老鼠的  100  倍，試問：貓的基礎代謝率  B

（千卡/天）約為老鼠的幾倍？試選出最接近的選項。（單選）

 1  10  倍　2  20  倍　3  30  倍　4  40  倍　5  50  倍。

2 設一頭牛的基礎代謝率約為一隻老鼠的  1000  倍，試問：牛的體重  M 

（公斤）約為老鼠的幾倍？

解

例題 10

由題意可得，老鼠的基礎代謝率與體重的關係為

b km 4
3

= 。

1 由題意可得，貓的體重為  100  m（公斤）且

B k m100 4

3

= ^ h ，

 由
1

2
可得

b

B

km

k m100
100 10 10 10 10 32

4

3

4

3

4

3
2 4

3

2

3

.= = = = =
^ `h j 。

 故選  3。




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2 由題意可得，牛的基礎代謝率為  1000  b（千卡/天）且

b kM1000 4

3

= ，

 由
1

3
可得

km

kM

m

M
1000

4

3

4

3

4

3

= = e o ，

 可推得
m

M
1000 100003

4

= =^ h 。

 故牛的體重約為老鼠的  10000  倍。



科學家基於克萊伯定律繼續延伸，並發現不

同的比例關係。例如哺乳動物的表面積與其體重

的
3

2
次方成正比等。更進一步，發現各器官的代

謝率也跟體重有著次方的關係，例如人類大腦的

代謝率與體重的  0.7  次方成正比、腎臟的代謝率與

體重的  0.85  次方成正比等，如右表所示。

數學超展開

器官 次方

大腦 0.7

腎臟 0.85

肝臟 0.86

心臟 0.98

肌肉 1

骨骼 1.1
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服用止痛藥經過  h 小時後，殘留在身體裡的量為原來的  y  倍，其中  y  與  h 

的關係為

y
2

1
h

4

= e o 。

問：

1 當殘留的藥量為原來的
64

1
倍時，才會被認定為代謝完成，那麼服用

一顆止痛藥，至少需要幾個小時才能代謝完成？

2 服用一顆止痛藥三天後，殘留在身體裡的量為原來的幾倍？

隨堂練習

	 實數指數與指數律
定義了有理數指數後，接著可將指數擴張至所有的實數，也就是說，要探討

當  r  是無理數時， a
r
這個符號的意義。以 3

2
為例，我們利用 2 的範圍，來探

討 3
2
的值。利用計算機列表如下：

2的範圍
3
2
的範圍（ a b3

21 1 ）

a b

. .1 4 2 1 51 1 .3 4 7
.1 4
. .3 5 2

.1 5
.

. .1 41 2 1 421 1 .3 14 7
.1 41
. .3 64 7

.1 42
.

. .1 414 2 1 4151 1 .3 284 7
.1 414
. .3 334 7

.1 415
.

. .1 4142 2 1 41431 1 .3 874 72
.1 4142
. .3 934 72

.1 4143
.

. .1 41421 2 1 414221 1 .3 794 728
.1 41421

. .3 844 728
.1 41422

.

. .1 414213 2 1 4142141 1 .3 14 72880
.1 414213

. .3 74 72880
.1 414214

.

丁
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上表中 3
2
的範圍最後會逼近一個實數，我們就定義

它為 3
2
。其實，計算機也可快速地得到 3

2
的近似值，

只要依序按下

如圖  6  所示，就可以得到 3
2
的近似值。

一般而言，仿照以上的方法逼近的實數就是實數指數

的值。這樣定義出來的實數指數仍滿足指數律（證明方式

超出高中範圍，在此不加以討論）。

設  a,  b 為正實數，r,  s 是任意實數，則

1  a a a
r s r s=

+
。　　　2  a a

r s rs
=_ i 。　　　3  a b ab

r r r
= ^ h 。

實數指數的指數律

利用實數指數的指數律練習一道例題。

1 1010 100 10 10 10 10
2 2

1 2
2 2 2

1 2
2 1 2

# # #= = =

- -
-_ i 。

2 3 3 3 81
2
2 2

2 2 2 4
= = =

#` j 。

3 
2

3

3

2

2

3

3

2

2

3

3

2
1

2 3 12 2 3 2 3 2 3

# # #= = =e e e e eo o o o o 。

解

例題 11
利用指數律，求下列各式的值：

1  
2 2

1 2-

10 100# 。　　　　2  3
2
2 2` j 。　　　　3  

2

3

3

2
2 3 12

#e eo o 。

▲ 圖6
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利用指數律，求下列各式的值：

1  

2

1

2

1
1 3 1 3

#

+ -

e eo o 。　　　　2  9
2 2 2

1

a k 。　　　　3  

27

3

2

18

。

隨堂練習

來看一道指數有未知數的例題。

已知 3 2
a = ，求下列各式的值：

1  9
a 1+
。　　　　　2  36 27

a 1#
- -
。

已知2 3
a
= ，求下列各式的值：

1  4
a 1-
。　　　2  9 8

a 1#
- +
。

解

例題 12

隨堂練習

1 
2

4 4 4
4 4

9a a

a

1 1

2

#= = =
- -

_ i
。

2 2 29 8 9 8 8 72 72 72
27

1

3

8a a a a1 3 3
# # # # #= = = = =

- + - - -_ _i i 。
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指數

最後來做一道應用問題。

牛頓的冷卻定律提到：麵包出爐的溫度為  h℃時，在  30℃的室溫下經過  t 

分鐘後的溫度  H℃會滿足關係式

.H h30 30 1 25
t

= + -
-^ ^h h 。

已知 3 分鐘後測量麵包的溫度為 55.6℃，求麵包出爐時的溫度（四捨五入

到整數位）。

蛋糕從  180℃的烤箱拿出來放在  30℃的室溫下，經過  t  分鐘後的溫度  H℃

符合牛頓提出的冷卻定律，公式為

H a30 180 30
t= + -
-^ h ，

其中 a 02 為蛋糕的冷卻係數。已知 6 分鐘後測量蛋糕的溫度為 48.75℃，

求蛋糕的冷卻係數  a 的值（四捨五入到小數點以下第一位）。

解

例題 13

隨堂練習

依題意將 .H 48 75= , t 6= 代入，得

. a48 75 30 180 30
6= + -
-^ h ，

整理可得 a 8
6 = 。

故 .a 8 1 46

1

.= 。
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觀念澄清

下列敘述對的打「○」，錯的打「×」。

 1 
2

1
3

1

3
2 = 。

 2 
3 25

1
3

2
-
5 = 。

 3 5 52 2
3

3
= ` j 。

一、基礎題

 求下列各式的值：

1  5 2 5 2
3 3

- +` `j j 。 2  5
3
2-

c` j m 。

3  64 3
2

。  4  .
25

16

8

27
0 25

.
.

0 5
3

2

2 5
# #

-
-e e ^o o h 。

 設 a 02 ，化簡下列各式：

1  a a
3 2 3- -_ i 。

2  

a2

a4 3

4

1 3

1

-

-_

^ h

i
。

3  a a a a+ -2

1

2

1

2

1

2

1
- -c cm m。

1

2
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 天文學家波德於  1766  年提出有名的「波德法則」：行星與太陽的平均距離  

d 天文單位可用數學式子

d 2
n#a b= +

 表示，其中  n 值與行星的對應表如下：

行星 金星 地球 火星

n 0 1 2

 已知金星與太陽平均距離為  0.7  天文單位，且火星與太陽的平均距離為  1.6  

天文單位，求a及 b的值。

 海嘯是一種有強大破壞力的海浪，其速度  V（公尺／秒）的公式為

V h10 2

1

= ^ h ，

 其中  h  為海水深度（公尺）。已知  2004  年的南亞海嘯發生於平均水深約  

3890  公尺的印度洋，求此海嘯的速度最接近以下哪一個等級的選項？

1  獵豹約  36  公尺／秒

2  高鐵約  80  公尺／秒

3  飛機約  200  公尺／秒

4  聲音約  340  公尺／秒。

 已知2 2 3
a a+ =

-
，求下列各式的值：

1  4 4
a a+

-
。　　2  8 8

a a+
-
。　　3  2 2

a a
+

-` `j j 。

3

4

5
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 已知 4 5
a = ，求 8 2

a a 2-
+
的值。

二、進階題

 設 a 2
.0 3= ,  b 2

.0 01= ，選出所有正確的選項。

1  a 8
10 =  2  b a

30 =  3  ab2 2
.2 1 32=  4  

b

a

2
2
.0 28= 。

 已知 9 2 1
a = + ，求

3 3

27 27
a a

a a

+

+
-

-

的值。

 芮氏規模為地震大小的標度，芮氏規模每增加  1，釋放的能量約變為  32  

倍。

1  已知芮氏規模  7  所釋放的能量是芮氏規模  3  的2
n
倍，求  n 的值。

2  問：芮氏規模 5.1 所釋放的能量是芮氏規模 3 的幾倍？（四捨五入到整數位）

6

7

8

9




