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12 ＝1×12 
＝2×6 
＝3×4

故 12 的因數有 1、
2、3、4、6、12。

學習時光機

我們在 2-1 節學到了一個整數的因數及其質因數的一些性質，接著在

這裡要討論兩個以上 ( 含 ) 的整數的公因數，並找出它們的最大公因數。

以 12 和 18 為例，我們分別列出 12 和 18 的因數如下：

12 的因數有：1、2、3、4、6、12

18 的因數有：1、2、3、6、9、18

其中 1、2、3、6 是 12 和 18 共同的因數，我們稱 1、2、3、6 為  

12 和 18 的公因數，其中 6 是公因數中最大的數，稱 6 是 12 和 18 的 

最大公因數，通常以符號 ( 12 , 18 ) 表示 12 和 18 的最大公因數，也就是  

( 12 , 18 )＝6。

我們也發現 12、18 的公因數為 1、2、3、6，這四個數也是最大公因

數 6 的因數。

公因數與最大公因數主題1

1. 分別列出 36、48、92 的因數，並圈出它們的公因數。

2. 以 ( 36 , 48 , 92 ) 表示 36、48、92 的最大公因數，則 ( 36 , 48 , 92 )＝？

3. 第 1 題所圈出的公因數與第 2 題所求的最大公因數有何關係？

隨堂練習

- 最大公因數與最小公倍數
1  公因數與最大公因數	 2  公倍數與最小公倍數
3  應用問題
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Key point
公因數與最大公因數

幾個整數中， 
⑴ 共同的因數稱為這幾個整數的公因數； 
⑵ 所有的公因數中最大的數，稱為這幾個數的最大公因數； 
⑶ 所有的公因數也都是最大公因數的因數。

我們再以 16 和 35 為例，分別列出 16 和 35 的因數如下：

16 的因數有：1、2、4、8、16

35 的因數有：1、5、7、35

16 和 35 的最大公因數為 1，即 ( 16 , 35 )＝1，這時我們稱 16 和 35 互質。

如果兩個整數的最大公因數為 1，就稱這兩個整數互質。

判斷下列各組數是否互質。

⑴ 1、9 ⑵ 9、25 ⑶ 12、33 ⑷ 28、29

隨堂練習

若兩個整數互質，則這兩個整數都是質數嗎？
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 短除法與最大公因數

我們先回顧國小所學到的利用短除法找出兩個整數的最大公因數， 

再應用到求三個整數的最大公因數。

例如：

⑴ 求 36 和 84 的最大公因數：

  所以 36、84 的最大公因數 ( 36 , 84 )＝22×3 ( 或 12 )。

⑵ 求 54、72、84 的最大公因數：

  〈方法一〉 

  對 54、72、84 同時做短除法，

  所以 54、72、84 的最大公因數 ( 54 , 72 , 84 )＝2×3 ( 或 6 )。

  〈方法二〉

  先求出 54 和 72 的最大公因數 18，

  再求出 18 和 84 的最大公因數 6，

  6 就是 54、72、84 的最大公因數，

  即 ( 54 , 72 , 84 )＝( ( 54 , 72 ) , 84 )＝( 18 , 84 )＝6。

也可以這樣算：

4 36 84
3 9 21

3  7

也可以這樣算：

6 54 72 84
   9 12 14

2 36 84

2 18 42

3 9 21
3 7

 36、84 有公因數 2

 18、42 有公因數 2

  9、21 有公因數 3

  3、 7 沒有共同質因數

2 54 72 84

3 27 36 42
    9 12 14

 54、72、84 有公因數 2

 27、36、42 有公因數 3

  9、12、14 沒有共同質因數
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 標準分解式與最大公因數

我們在 2-1 節學到，任何一個合數都可以經由質因數分解後，以標準

分解式表示。接著我們將學習如何利用標準分解式來求最大公因數。

要判別一個整數是否為另一個整數的因數，一般都會使用除法來做。

例如：「判別 18 是否為 72 的因數」，

   可利用 72÷18＝4 或 
72
18＝4 得到「18 是 72 的因數」。

我們利用這樣的方式來判別標準分解式的因數、倍數。

利用短除法求幾個數的最大公因數時，其過程就是不斷在每一層除以

這幾個數的公因數，直到沒有共同質因數為止，而這些公因數的連乘積就

是所要求的最大公因數。

求下列各組數的最大公因數。

⑴ 126、180

⑵ 126、180、360

隨堂練習

因數分解

72 
 ＝2×2×2×3×3 

＝23×32

質因數分解

標準分解式

圖解筆記
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下列各數中，哪些是 23×32 的因數？

⑴ 24 ⑵ 22×32 ⑶ 2×32 ⑷ 2×5

解

透過指數判別因數11

⑴ 
23×32

24 ＝
＼2×＼2×＼2×3×3
＼2×＼2×＼2×2 ＝

3×3
2  (＝

9
2  ) 

⑵ 
23×32

22×32＝
2×＼2×＼2×＼3×＼3
＼2×＼2×＼3×＼3 ＝2

⑶ 
23×32

2×32＝
2×2×＼2×＼3×＼3
＼2×＼3×＼3 ＝4

⑷ 
23×32

2×5
＝

2×2×＼2×3×3
＼2×5 ＝

2×2×3×3
5  (＝

36
5  ) 

所以 ⑵ 22×32 與 ⑶ 2×32 是 23×32 的因數。

觀察第⑵、⑶題的底數與指數

的關係：

⑵ 
23×32

22×32＝
( 22×32 )×2

( 22×32 ) ＝2

⑶ 
23×32

2×32＝
22×( 2×32 )

( 2×32 ) ＝4

24、2×52、2×53、23×3 和 25×5 五個數中，哪些是 24×52 的因數？

隨堂練習

下列各數中，哪些是 23×32 的因數？

A 22×32  B 23×33  C 24×3

請從指數次方的大小關係，說明你所判別出來的方法。
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由前面的例題知道，當 A 和 B 兩個整數寫成標準分解式時，若 A 的

質因數都是 B 的質因數，且 A 的每個質因數的次方小於或等於 B 相同質

因數的次方，則 A 是 B 的因數。

根據這個結論，我們可以利用標準分解式來求幾個整數的最大公因數。

例如：

⑴　 求 22×32、2×32×7 兩數的最大公因數：

  它們公因數中的質因數只能是共同質因數 2、3，

  所以公因數為 2□×3○ 的形式，

  其中 □中的數不能超過 1， 

○中的數不能超過 2，

  因此 2×32 為它們的最大公因數。

⑵　 求 22×33×52、2×32×52、32×53×7 三數的最大公因數： 

它們公因數中的質因數只能是共同質因數 3、5， 

所以公因數為 3□×5○ 的形式， 

其中 □中的數不能超過 2， 

○中的數不能超過 2，

  因此 32×52 為它們的最大公因數。

從上面的討論中發現：

Key point
利用標準分解式求最大公因數

已知幾個整數的標準分解式時，先列出它們的共同質因數，每一個

共同質因數取次方最小者，然後再相乘，即為它們的最大公因數。
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求下列各組數的最大公因數，並以標準分解式表示。

⑴ a＝24×32、b＝23×3×5　

⑵ a＝24×32、b＝23×3×5、c＝22×32×5

 請問小妍的推論正確嗎？

解 

利用標準分解式求最大公因數22

 ⑴  a＝ 24 × 32

  b＝ 23 × 3 ×5

  所以 ( a , b )＝( 24×32 , 23×3×5 )＝23×3。

⑵   a＝ 24 × 32 

b＝ 23 × 3 × 5 

c＝ 22 × 32× 5

  所以 ( a , b , c )＝( 24×32 , 23×3×5 , 22×32×5 )＝22×3。

取次方最小者，23

5 不是共同質因數

取次方最小者，3

取 22

5 不是共同質因數

取 3

求下列各組數的最大公因數，並以標準分解式表示。

⑴ ( 23×32×5 , 33×5 )＝       。

⑵ ( 2×5×11 , 3×52×11 , 32×5×112 )＝       。

隨堂練習

18 與 35 沒有共同的質因數，
所以沒有最大公因數！
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接著我們來討論幾個數的公倍數和它們最小公倍數的求法。

以 4 和 6 為例，我們分別列出 4 和 6 的倍數如下：

4 的倍數有：4、8、12、16、20、24、28、32、36、⋯⋯

6 的倍數有：6、12、18、24、30、36、42、48、54、⋯⋯

其中 12、24、36、⋯⋯是 4 和 6 共同的倍數，我們稱 12、24、36、 

⋯⋯為 4 和 6 的公倍數，其中 12 是公倍數中最小的數，稱 12 是 4 和 6 

的最小公倍數，通常以符號 [ 4 , 6 ] 表示 4 和 6 的最小公倍數，也就是  

[ 4 , 6 ]＝12。

我們也發現 4、6 的公倍數為 12、24、36、⋯⋯，這些數也是最小公

倍數 12 的倍數。

公倍數與最小公倍數主題2

1.　 分別列出 1 到 100 的整數中，9、12、18 三數的倍數，並圈出它們

的公倍數。

2.　 以 [ 9 , 12 , 18 ] 表示 9、12、18 的最小公倍數，則 [ 9 , 12 , 18 ]＝？

3. 第 1 題所圈出的公倍數與第 2 題所求的最小公倍數有何關係？

隨堂練習

Key point
公倍數與最小公倍數

幾個整數中， 
⑴ 共同的倍數稱為這幾個整數的公倍數； 
⑵ 在所有的公倍數中最小的數，稱為這幾個數的最小公倍數； 
⑶ 所有的公倍數也都是最小公倍數的倍數。
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 短除法與最小公倍數

我們先回顧國小所學到的利用短除法找出兩個整數的最小公倍數，

再應用到求三個整數的最小公倍數。

例如：

⑴ 求 36 和 84 的最小公倍數：

 　 所以 36 和 84 的最小公倍數 [ 36 , 84 ] 是這兩數的公因數與最下面一層 

3、7 的連乘積：22×32×7 ( 或 252 )。

⑵ 求 54、72、84 的最小公倍數：

 　〈方法一〉

 　對 54、72、84 同時做短除法，

 　 所以 54、72、84 的最小公倍數 [ 54 , 72 , 84 ] 是這些 

除過的因數與最下面一層 3、2、7 的連乘積： 

23×33×7 ( 或 1512 )。

也可以這樣算：

4 36 84
      3 9 21

3 7

也可以這樣算：

6 54 72 84
2 9 12 14
3 9 6 7

3 2 7

2 36 84

2 18 42

3 9 21
3 7

 36、84 有公因數 2

 18、42 有公因數 2

  9、21 有公因數 3

  3、 7 沒有共同質因數

  54、72、84 有公因數 2
   27、36、42 有公因數 3
  12、14 有公因數 2，將兩數分別除以 2，而 9 不變
   9、 6 有公因數 3，將兩數分別除以 3，而 7 不變
   3、 2、 7 中任兩數沒有共同質因數

2 54 72 84

3 27 36 42

2 9 12 14

3 9 6 7

3 2 7
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 〈方法二〉

先求出 54 和 72 的最小公倍數 216，

再求出 216 和 84 的最小公倍數 1512，

1512 就是 54、72、84 的最小公倍數，

即 [ 54 , 72 , 84 ]＝[ [ 54 , 72 ] , 84 ]＝[ 216 , 84 ]＝1512。

利用短除法求三個整數的最小公倍數時，其過程就是先不斷在每一層

除以三數的公因數，接著除以三數中任兩數的公因數，直到三數中任兩數

都沒有共同質因數為止，而這些除過的因數與最下面一層三個數的連乘積

就是所要求的最小公倍數。

求下列各組數的最小公倍數。

⑴ 48、60  ⑵ 48、60、72

隨堂練習
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下列各數中，哪些是 23×5 的倍數？

⑴ 24 ⑵ 23×52 ⑶ 23×5×7 ⑷ 22×52×7

 標準分解式與最小公倍數

在前面我們學到了利用標準分解式來判斷兩個整數的因數關係，

現在來看看如何利用它來檢驗兩個整數的倍數關係。

解 

透過指數判別倍數33

⑴ 
24

23×5＝
2×2×2×2
2×2×2×5＝

2
5

⑵ 
23×52

23×5 ＝
2×2×2×5×5

2×2×2×5 ＝5

⑶ 
23×5×7

23×5 ＝
2×2×2×5×7

2×2×2×5 ＝7

⑷ 
22×52×7

23×5 ＝
2×2×5×5×7

2×2×2×5 ＝
35
2

所以 ⑵ 23×52 與 ⑶ 23×5×7 是 23×5 的倍數。

3×52、32×52、33、33×5 四個數中，哪些是 32×5 的倍數？

隨堂練習
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由前面的例題知道，當 A 和 B 兩個整數寫成標準分解式時，若 B 的

質因數包含了 A 中所有的質因數，且 B 的質因數次方大於或等於 A 中相

同質因數的次方，則 B 是 A 的倍數。

根據這個結論，我們可以利用標準分解式來求幾個整數的最小公倍數。

例如：

⑴　 求 22×32、2×32×7 兩數的最小公倍數： 

它們公倍數中至少有質因數 2、3、7， 

所以最小公倍數為 2□×3○×7◇ 的形式， 

其中 □中的數不能小於 2， 

○中的數不能小於 2， 

◇中的數不能小於 1，

  因此 22×32×7 為它們的最小公倍數。

⑵　 求 3×52×7、22×7、22×3×5 三數的最小公倍數： 

它們公倍數中至少有質因數 2、3、5、7， 

所以最小公倍數為 2□×3○×5◇×7△ 的形式， 

其中 □中的數不能小於 2， 

○中的數不能小於 1， 

◇中的數不能小於 2， 

△中的數不能小於 1，

  因此 22×3×52×7 為它們的最小公倍數。

從上面的討論中發現：

Key point
利用標準分解式求最小公倍數

已知幾個整數的標準分解式時，先列出它們的所有質因數，每一個

質因數取次方最大者，然後再相乘，即為它們的最小公倍數。
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求下列各組數的最小公倍數，並以標準分解式表示。

⑴ a＝23×32×5、b＝3×52×7

⑵ a＝23×32×5、b＝3×52×7、c＝32×5×7

求下列各組數的最小公倍數，並以標準分解式表示。

⑴ [ 24 , 32 ]＝       。

⑵ [ 3×5 , 32×53 , 22×3×5 ]＝       。

隨堂練習

解

利用標準分解式求最小公倍數44

⑴ a＝ 23 × 32 × 5 

 b＝    3  × 52 × 7

  所以 [ a , b ]＝[ 23×32×5 , 3×52×7 ]＝23×32×52×7。

⑵ a＝ 23 × 32 × 5

 b＝    3  × 52 × 7

 c＝    32 × 5  × 7

  所以 [ a , b , c ] ＝[ 23×32×5 , 3×52×7 , 32×5×7 ] 

＝23×32×52×7。

取 32 取 52取 23

取 7

取 7

取 23 取次方最大者，52取次方最大者，32
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 檢驗 ( a , b )×[ a , b ] 與 a×b 的關係

已知 a＝22×32、b＝22×3×7，回答下列問題。

⑴ 利用標準分解式求 a 和 b 的最大公因數與最小公倍數。

⑵ 分別以標準分解式表示 ( a , b )×[ a , b ] 與 a×b。

⑶ 由第⑵題中，你有什麼發現？

已知兩正整數 a、b，其中 a×b＝120、[ a , b ]＝60，則 a、b 兩數的

最大公因數為何？

隨堂練習

由問題探索可以發現， 

任意兩正整數的最大公因數與最小公倍數的乘積就是兩正整數的乘積。
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水果店老闆想將 36 個梨子和 60 個蘋果 

分裝成梨子禮盒和蘋果禮盒出售，梨子

禮盒和蘋果禮盒內的水果個數要一樣

多，且全部分裝完。那麼一盒最多可以

放幾個水果？

臺灣的 A 校為了招待來自新加坡的姐妹學校 B 校，安排 20 位學生來

接待 B 校 12 位學生，現將其分成若干組進行參觀活動，每組都要包

含 A 校及 B 校學生，而且每組 A 校學生人數一樣多、B 校學生人數也

一樣多，請問：

⑴ 最多可分成幾組？

⑵ 承⑴，此時每組共有多少位學生？

隨堂練習

應用問題主題3

解

分裝問題55

因為梨子禮盒和蘋果禮盒內的水果個數要一樣多，且全部分裝完，

所以禮盒內的水果個數必須是 36 和 60 的公因數，且個數要最多，

因此禮盒內的水果個數為 36 和 60 的最大公因數。

( 36 , 60 )＝2×2×3＝12，

所以每盒禮盒內的水果數量最多是 12 個。
2 36 60
2 18 30
3 9 15

3 5

想法
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小翊每 10 天到中央公園跑步一次，小妍

每 14 天到中央公園跑步一次。今天兩人

都到中央公園跑步，那麼最少要再幾天，

兩人才會再度在同一天到此公園跑步？

週期問題66

解

小翊 ⋯⋯

⋯⋯
？天

10天

14天
小妍

14天 14天

10天 10天
今天 再相遇

經過天數是 10 的倍數，也是 14 的倍數，

也就是求 10 和 14 的公倍數，

而最少要再幾天，就是求 10 和 14 的最小公倍數。

[ 10 , 14 ]＝2×5×7＝70，

所以最少要再 70 天。
2 10 14

5 7

小妍玩《健康農場》時發現，高麗菜每 45 小時可收成一次，小白菜

每 30 小時可收成一次，空心菜每 18 小時可收成一次。某次小妍同時

收成這三種蔬菜，那麼最少要再幾小時，小妍才可以再度同時收成這

三種蔬菜？

隨堂練習

想法
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將若干塊長 60 公分、寬 50 公分的長方形磁

磚，以長邊接長邊，短邊接短邊的方式，緊

密且無縫隙拼貼成一個正方形，則所拼貼的

正方形最小邊長為何？此時面積是多少平方

公分？

小翊想用邊長 48 公分與 80 公分兩種正方形海報紙，貼滿教室後方的

正方形布告欄，已知用這兩種海報紙的任一種若干張，皆可在不切割

的情況下緊密的將布告欄貼滿，請問此布告欄的面積最小是多少平方

公分？

隨堂練習

解

圖形拼合問題77

拼出的正方形邊長是 60 的倍數，也是 50 的倍數，

也就是求 60 和 50 的最小公倍數。

[ 60 , 50 ]＝2×5×6×5＝300，

所以正方形的最小邊長是 300 公分，

面積為 300×300＝90000 ( 平方公分 )。

2 60 50
5 30 25

6 5

想法
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王伯伯有一塊長 315 公尺、寬 135 公尺的

長方形土地，他想在其周圍種樹，相鄰 

兩棵樹之間的距離要相等，且四個頂點都

種，則相鄰兩棵樹之間的距離最大是幾 

公尺？此時總共要種幾棵樹？

135
公
尺

315 公尺

澎湖有一座跨海大
橋跨越吼門水道，
連接澎湖群島之中
的白沙島與西嶼
島，是澎湖群島主
要交通要道之一。

你知道嗎？

解

間隔問題88

因為相鄰兩棵樹之間的距離要相等，

所以距離必須是 315 和 135 的公因數， 

且最大距離是 315 和 135 的最大公因數。

( 315 , 135 )＝5×3×3＝45，

所以相鄰兩棵樹之間的最大距離是 45 公尺，

長方形土地周長為 ( 315＋135 )×2＝900 ( 公尺 )，

900÷45＝20 ( 棵 )，所以總共要種 20 棵樹。

5 315 135
3 63 27
3 21 9

7 3

澎湖有一全長 2500 公尺的跨海大橋，原來在此橋的兩側每隔 20 公尺裝

設一盞路燈 ( 橋頭與橋尾未裝 )，但因節能考量改為每隔 25 公尺裝設一

盞路燈，則在不需要拆除的路燈中，相鄰兩盞的距離是多少公尺？此時

不需要拆除的路燈共有多少盞？

隨堂練習

想法

2-2 最大公因數與最小公倍數  119

03_中數1上CH2_p78-157_學用.indd   11903_中數1上CH2_p78-157_學用.indd   119 2021/3/17   上午 11:01:272021/3/17   上午 11:01:27



1    公因數與最大公因數
幾個整數共同的因數稱為這幾個整數的公因數，在所有的公因數中最大的數，

稱為這幾個數的最大公因數。 
例 　  6 的因數：1、2、3、6 

15 的因數：1、3、5、15 
6 與 15 的公因數：1、3；6 與 15 的最大公因數 ( 6 , 15 )＝3

註 　 當兩個整數的最大公因數為 1 時，稱這兩個整數互質。

2    公倍數與最小公倍數
幾個整數共同的倍數稱為這幾個整數的公倍數，在所有的公倍數中最小的數，

稱為這幾個數的最小公倍數。 
例 　 6 的倍數：6、12、18、24、30、36、⋯⋯ 

9 的倍數：9、18、27、36、⋯⋯ 
6 與 9 的公倍數：18、36、⋯⋯；6 與 9 的最小公倍數 [ 6 , 9 ]＝18

3    利用短除法求最大公因數、最小公倍數
⑴　 求最大公因數：做到所有數沒有共同質因數，即可停止。
⑵ 求最小公倍數：做到任兩數都沒有共同質因數，才可停止。

4    利用標準分解式求最大公因數、最小公倍數
⑴　 求最大公因數：已知幾個整數的標準分解式時，先列出它們的共同質因數，
每一個共同質因數取次方最小者，然後再相乘，即為它們的最大公因數。

⑵　 求最小公倍數：已知幾個整數的標準分解式時，先列出它們的所有質因數，
每一個質因數取次方最大者，然後再相乘，即為它們的最小公倍數。

 例 　 求 350 (＝2×52×7 ) 與 180 (＝22×32×5 ) 的最大公因數和最小公倍數。 
( 350 , 180 )＝2×5，[ 350 , 180 ]＝22×32×52×7

5    ( a , b )×[ a , b ]＝a×b
任意兩正整數的最大公因數與最小公倍數的乘積就是兩正整數的乘積，也就是 
( a , b )×[ a , b ]＝a×b。
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1  判斷下列三組數中，兩數互質的有哪幾組？  P.103 隨堂

 ⑴ 1、6   ⑵ 2、29   ⑶ 3、33 

2  已知 a＝23×5×72，請回答下列問題。  P.106 例 1、P.112 例 3

 ⑴ 下列哪些數是 a 的因數？答：  。

 ⑵ 下列哪些數是 a 的倍數？答：  。

 

3  1 到 1000 的整數中，同時是 30 的倍數，也是 42 的倍數有哪幾個？  P.111 隨堂

4   若 a＝55×25、b＝1155，則 ( a , b ) 及 [ a , b ] 分別為多少？( 以標準分解式表示 ) 

  P.108 例 2、P.114 例 4

A 1　 B 3　 C 22   D 52

E 2×52   F 23×7   G 2×5×7

H 24×52×73   I 23×52×7  J 23×52×72×11
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123

5   有一塊長 126 公分、寬 90 公分的長方形方格布，媽媽想把它剪成數個大小相同

的正方形做成桌墊，則每一個桌墊的最大面積是多少平方公分？  P.116 例 5

6   某公車總站每 10 分鐘發一班 A 線公車，每 12 分鐘發一班 B 線公車，已知 A、B 

兩線公車的第一班車都是在每天上午 7：00 同時發車、末班車都是在晚間 9：00 

發車，則每天從第一班車到末班車，A、B 兩線公車同時發車的次數有多少次？

  P.117 例 6

小妍與小翊暑假參加同一個營隊活動，此營隊男生有 105 人，女生有 75 人，全部的

人進行到某個關卡時，此關卡規定男、女要分開編組闖關，但每組人數要一樣多，

且總組數要低於 20 組，則共可分成幾組？小妍與小翊對於如何分組有如下的說法。

判斷他們的說法是否正確，並說明你的理由。

小妍：  正確；  錯誤，理由：   

 。

小翊：  正確；  錯誤，理由：   

 。

因為 105、75 的最大
公因數是 15，所以應
該要分成 15 組。

小妍

3 105 75
5 35 25

7 5

105、75 的最大公因數
是 15，若每組 15 人，
則可分成 7＋5＝12 組。

5 105 75
3 21 15

7 5

小翊
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